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Geschichte. 


Bortolotti, Ettore: Corsi e ricorsi nella storia della seienza. (Bologna, 4.—6. IV. 
1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 899 (1942). 

Verf. zieht Parallelen zwischen dem Höhepunkt der sumerischen Mathematik, der 
babylonischen Verfallszeit, dem Wiederaufstieg bei den Griechen, dem folgenden Verfall 
im Mittelalter und dem neuerlichen Aufleben infolge der italienischen Renaissance. 
Einzelbelege bieten die in dies. Zbl. 20, 196; 21, 194; 22, 2, 98; 25, 145; 26, 97 be- 
sprochenen Arbeiten des Verf. Harald Geppert (Berlin). 

Vacea, Giovanni: Sugli speechi austori di Arehimede. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) 
Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 900 (1942). 

Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 25, 145 besprochenen Arbeit. Harald Geppert. 

Bortolotti, Ettore: Lo sviluppo del coneetto di limite ed i primi algoritwi infiniti 
nel rinaseimento italiano. Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna, IX.s. 6, 113—141 (1939). 

Die Arbeit enthält im wesentlichen eine breite zusammenfassende Darstellung 
früherer Untersuchungen des Verf. (vgl. dies. Zbl. 21, 194; 22, 2) und Agostinis 
(dies. Zbl. 23, 387). Einer Entwicklungsgeschichte der unendlichen Prozesse bei Luca 
Valerio und Simon Stevin folgt die ausführlich belegte Feststellung, daß P. A. Ca- 
taldi 1613 irrationale Quadratwurzeln in Reihen entwickelte und deren Konvergenz 
untersuchte; aus ihnen leitete er die Darstellung durch einen unendlichen Kettenbruch 
ab. 1641 studiert E. Torricelli die unendlichen geometrischen Reihen, konstruiert 
ihre Summe geometrisch und macht den entscheidenden Schritt, Zahlen durch unend- 
liche Reihen zu denken. 1650 besitzt Pietro Mengoli den exakten Limesbegriff, 
den der Summe einer unendlichen Reihe sowie einen vollkommenen Limeskalkül, 
beweist die Divergenz der harmonischen Reihe, summiert neue Typen von Reihen 
mit positiven Gliedern und findet unendliche Reihen geeignet zur Gewinnung neuer 
reeller Zahlen. Die entwicklungsgeschichtliche Deutung Keplers ist recht dürftig. 

Harald Geppert (Berlin). 

@ Turnbull, Herbert Western: James Gregory tercentenary memorial volume. 
Containing his eorrespondence with John Collins and his hitherto unpublished mathe- 
matiecal manuseripts, together with adresses and essays communieated to the Royal 
Society of Edinburgh, July 4, 1938. London: G. Bella. Sons, Ltd. 1939. XII, 524 p. 
a. 5 plates. 

Dieses Werk gibt einen fast vollständigen Überblick über das Schaffen des genialen 
Schotten, das sich ziemlich gleichmäßig auf Mathematik, Physik und Astronomie er- 
streckte und bisher nur sehr lückenhaft bekamnt war. — Auf eine kurze Einleitung 
mit interessanten hiographischen Angaben folgt der wichtigste Teil: der Briefwechsel 
Gregorys, herausgegeben vor allem im Anschluß an die in St. Andrews wiedergefun- 
denen Manuskripte und ergänzt durch die Wiedergabe mehrerer bisher unbekannt 
gebliebener mathematischer Studien Gregorys. Aus diesem Material fällt neues Licht 
‚auf die Entwicklungsgeschichte der höheren Analysis, vor allem aber auf die gleich- 
zeitigen Leistungen der beiden genialen Konkurrenten, Gregory und Newton. Hier- 
über wird Ref. an geeigneter Stelle ausführlich berichten und kritisch zu dem Dar- 
gebotenen Stellung nehmen. — Hier sei in Kürze das Wichtigste angedeutet: Gregory 
besaß schon 1670 eine vollständige Interpolationstheorie, die er auf Polynome, Loga- 
rithmen, trigonometrische Funktionen usw. anwendete und zur Herstellung sehr rasch 
konvergierender Reihen benutzte. Er konnte die ihm von Collins mitgeteilte Reihe 
Newtons für die Kreiszone, deren Herleitung ihm unbekannt war, nicht aus seinen 


Interpolationsreihen entwickeln und erfand, um sie erklären zu können, selbständig _ 
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die Lehre von den Potenzreihen nach (1670). Er wandte sie an auf Quadraturen, 
Kubaturen, Rektifikationen usw., behandelte zahlreiche Einzelfragen (so das Kepler- 
Problem, trigonometrische und logarithmische Funktionen, Rektifikation der Ellipse 
und Hyperbel, binomischen Satz) und war sich auch über die dabei hereinspielenden 
Konvergenzfragen völlig klar. Die Methoden von Descartes und Hudde wandte 
er erfolgreich auf Gleichungen an und entdeckte eine rasch konvergierende Iteration 
zur Auflösung trinomischer Gleichungen. — Seine grundsätzlichen Untersuchungen 
zur Gleichungslehre beruhten auf der irrtümlichen Hoffnung, man könne in einer 
Gleichung p-ten Grades durch den Ansatz = u, + und Multiplikation mit einer 
Gleichung p(p — 2)-ten Grades in u, durch Nullsetzen passender Koeffizienten zwei 
Gleichungen p — I-ten Grades für } und u& herstellen. Er hat das Wesen der Glei- 
chungslehre genau durchschaut und viele wertvolle Einzelheiten dazu beigesteuert, so 
die Potenzsummenformeln. Wir finden zahlreiche, auch bei andern Zeitgenossen be- 
handelte Einzelprobleme geschickt dargelegt und gelöst; vor allem hat er klare Vor- 
stellungen von den Lösungsmethoden für die Fermatsche Gleichung a +b = y?. 
Seine Studien über schwierigere Diophantische Gleichungen sind verloren. — Collins 
gibt an Gregory zahlreiche Berichte über die geplanten und zustande gekommenen 
Neuerscheinungen der damaligen Zeit, wobei manches Unbekannte zutage tritt. So 
erfahren wir Neues von Mercator, ferner erscheint Georg Mohr als Verf. eines 
Euclides curiosus (alle geometrischen Konstruktionen mit dem Lineal und dem Strecken- 
übertrager, das Buch ist anscheinend verloren) und einer (verlorenen) Befestigungslehre 
mit wichtigen Bemerkungen über Gleichungen, wir hören von „wertvollen“ Büchern 
niederländischer und flämischer Verff. über Diophantische Probleme (verloren) und 
dem ersten Auftreten von Tschirnhausin London. — Leider stellt die Art der Edition 
nicht recht zufrieden. Die Texte enthalten eine große Zahl von erkennbaren Lese- 
und Druckfehlern; vor allem aber läßt die Edition der Stücke, die in mehr als einer 
Form überkommen sind, zu wünschen übrig. So wäre es wichtig gewesen, die Text- 
abweichungen der Originale gegenüber den Entwürfen der Briefe von Collins an 
Gregoryin der Sammlung Macclesfield (ed. Rigaud, Oxford 1841) zu kennzeichnen. 
Ferner ist nicht die ganze zugängliche Literatur über die Zeitgenossen benutzt worden. 
Vor allem ist Birch, History of Royal Soc. II, III, London 1756, 1757, unberück- 
sichtigt geblieben, ebenso Gerhardt, Der Briefwechsel Leibnizens mit Mathe- 
matikern I, Berlin 1899, und der für die Spezialforschung unentbehrliche, wenn- 
gleich nicht fehlerfreie Cat. erit. de MS de Leibniz 2, Poitiers 1914/1924. Unter 
Heranziehung dieser Hilfsmittel hätten sich einige einschneidende Irrtümer in den 
Anmerkungen vermeiden lassen, auf die hier nicht weiter eingegangen werden kann. — 
Nun folgt eine Übersicht über die veröffentlichten Werke Gregorys. Her. steuert 
zwei kurze Studien über die Optica promota (London 1663) und die Exerecitationes 
geometricae (London 1668) bei, F. Enriques bringt einige Nachrichten über den 
Aufenthalt Gregorys in Italien (1664—1667), M. Dehn-E. Hellinger behandeln die 
Vera quadratura (Padua 1667), E. J. Dijksterhuis gibt einen, sehr vornehm ge- 
schriebenen Überblick über den Streit zwischen Huygens und Gregory (da die 
neugefundenen Briefe dabei nicht benutzt werden konnten, kommt Collins hierbei 
zu gut weg) und A. Prag eine gründliche Studie über die Geometriae pars universalis 
(Padua 1668). Leider erfährt man nichts über die Vorgeschichte der beiden wichtigen 
Werke aus der italienischen Zeit. — Das Register ist gut und dankenswert, leider 
nicht fehlerfrei. — Im ganzen eine hochwichtige Veröffentlichung. Sie bringt als 
einzige seit fast 100 Jahren wirklich neues Material aus England zur Vorgeschichte 
des Prioritätsstreites zwischen Leibniz und Newton an die Öffentlichkeit! 
J. E. Hofmann (Berlin). 

Proeissi, A.: Di aleune lettere di Giovanni Ceva. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 
2. Congr. Un. Mat. Ital. 895—896 (1942). 

Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 23, 387 besprochenen Arbeit. Harald Geppert. 


R D 


B 


291 


Agostini, A.: La geometria degli infinitesimi di Gerolamo Saladini. (Bologna, 
42.—6. IV. 1940.) Atti.2.Congr. Un. Mat. Ital. 886894 (1942). 

Der als Mitarbeiter V. Riccatis bekannte Coelestinerpater Hieronymus Saladini 
(1735—1813) veröffentlichte 1760 einen Traktat: Elementa Geometriae infinitesimorum, 
der in umgearbeiteter Form in den zweiten Band der Institutiones analyticae von 
Riccati und Saladini (1767), sowie in sein Compendio di Analisi, Bologna 1775, 
überging. Dieser Traktat ist wegen des im wesentlichen gelungenen Versuches, die 
unendlich kleinen Größen nach Ordnungen abzustufen, interessant. Insbesondere be- 
stimmt Saladini die Ordnungen der Größen eines Dreiecks mit einem oder zwei 
infinitesimalen Winkeln und wendet dies zur Bestimmung der Null- bzw. Unendlich- 
keitsordnung von Funktionen wie tangx, x — sinz usw. sowie auf differentialgeo- 
metrische Überlegungen an. In diesem Sinne zeigt ihn die genaue Analyse seiner Ergeb- 
nisse als Vorläufer Cauchys. Harald Geppert (Berlin). 

Martinez, G.: Il eontributo dei matematiei allo sviluppo delle eostruzioni ottiche. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 617—-627 (1942). 

Der Verf. gibt einen geschichtlichen Überblick über die Beteiligung bekannter 
Mathematiker an der Entwicklung der konstruktiven Optik, wobei sich die Beteiligung 
im wesentlichen auf Fortschritte in der geometrischen Optik bezieht. Insbesondere 
weist er auch auf die nationale Zugehörigkeit der einzelnen von ihm erwähnten Mathe- 
matiker hin. Picht (Potsdam-Babelsberg). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Kombinaterik: 

Montel, Paul: Sur le nombre des combinaisons avee röpetitions limit6es. C. R. Acad. 
Sci., Paris 214, 139—141 (1942). 

Es handelt sich um Kombinationen, bei denen jedes der Elemente höchstens so und 
so oft auftreten darf. Für die Anzahl dieser Kombinationen wird ein Ausdruck auf- 
gestellt, der in einer algebraischen Summe von Werten einer Funktion besteht, die 
für positive Argumente mit einem Binomialkoeffizienten übereinstimmt, für negative 
Argumente dagegen gleich 0 zu nehmen ist. Durch eine kleine Abänderung des Ver- 
fahrens kommt man auf eine Formel von P. Sergescu (dies. Zbl. 25, 294) für dieselbe 
Anzahl. L. Schrutka (Wien). 


Gruppentheorie: 
Zappa, Guido: Sulla eostruzione dei gruppi prodotto di due dati sottogruppi permuta- 
bili tra lero. (Bologna, 4+—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 119—125 (1942). 

Im Anschluß an Arbeiten von O. Ore (dies. Zbl. 16, 351) und anderen werden 
zwei Untergruppen A und B einer Gruppe CO permutierbar genannt, wenn man 
zu jedem Element a aus A und baus Bein @ aus A und ein b aus B bestimmen kann, 
derart, daß ab = ba ; überdies sollen A und B nur die Einheit gemein haben. Es 
werden Bedingungen angegeben für Gruppen, die als Produkt permutierbarer Unter- 
gruppen dargestellt werden können. J. J. Burckhardt (Zürich). 

Potron, J.: Sur la deecomposition d’un groupe continu fini. J. Math. pures appl., 
IX.s. 19, 143—161 (1940). 

Für den Satz über die Existenz eines Vertreterringes des Faktorringes eines 
endlichgliedrigen Lie-Ringes Z über einem Grundkörper k der Charakteristik 0 modulo 
seinem Radikal R wird ein Beweis gegeben, in dem durch Rechnung die Abänderung 
eines beliebigen Vertretermoduls modulo R in einen Vertreterring als möglich nach- 
gewiesen wird, sobald die Determinante |Sp(A(a,))Sp(A(a;))| nicht verschwindet. 
Hierbei ist Z/R={a,, a,, ..., a,}« gesetzt worden und A eine treue- Darstellung 
von L/R. Mit Hilfe der Cartanschen Methoden wird die Determinante ausgerechnet 


als von O verschiedene Zahl. Zassenhaus (Hamburg). 
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Ringe. Körper: 

Spampinato, Nieoldö: Il teorema fondamentale dell’algebra per una qualungque 
algebra complessa dotata di modulo. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 96—104 (1942). 


n 
Eine rechtsseitige Gleichung n-ten Grades D)a,2* = 0 mit allgemein gewählten 
0) 
Koeffizienten aus einer Algebra mit Einselement über dem Körper der komplexen 


Zahlen hat in dieser Algebra n’-* Lösungen, wobei r der lineare Rang der Algebra 
und s der lineare Rang des Radikals ist. Dasselbe gilt für eine linksseitige Gleichung 
n-ten Grades sowie auch für die allgemeine Gleichung n-ten Grades 


>> Mi TUT U, = 0 
= ig 

mit allgemein gewählten komplexen Koeffizienten A, wobei u,,... ., u, die Basiselemente 
der Algebra sind. Beweisgedanken: Durch Restklassenbildung nach dem Radikal wird 
der allgemeine Fall auf den einer halbeinfachen Algebra zurückgeführt; dann wird 
der.Satz von B&zout über die Anzahl der Lösungen von r Gleichungen n-ten Grades 
mit r Unbekannten angewandt. Dabei hat Verf. das Vorhandensein ‚unendlich ferner“ 
Lösungen dieser Gleichungen, wodurch die Anzahl der endlichen Lösungen verkleinert 
wird, übersehen. van der Waerden (Leipzig). 


Kiokemeister, Fred: The parastrophie eriterion for the faetorization of primes. 
Trans. Amer. Math. Soc. 50, 140—159 (1941). 

K sei eine Ordnung in einem algebraischen Zahlkörper 4. Die Zerlegung einer 
rationalen Primzahl p in K ergibt sich bekanntlich aus der Zerlegung modp einer 
definierenden Gleichung f(x) von H, dabei sind aber die außerordentlichen Diskrimi- 
nantenteiler von /(x) ausgenommen. An Stelle von f(x) wird die Frobeniussche 
parastrophische Form r(x) des als Algebra aufgefaßten Körpers H benutzt: Ist 

8 


8 
(x) = ]1g;(x)" modp mit modp irreduziblen 9;(x), so wird in X p=/]/q mit 
i=1 i=1 

primären q,; dabei gehören die q, zu teilerfremden Primidealen p;, der Grad von p; ist 
gleich dem von 9;(2); genauer ist 9;(2) die parastrophische Form von K/p;. Wenn 
p zum Führer f von X teilerfremd ist, so ist 9, = ff‘. Wenn z(x) = 0 mod? ist, so 
ist p nicht zu f teilerfremd. Hilfsmittel bei den Beweisen ist die Theorie der kommuta- 
tiven Frobeniusalgebren. Es wird nämlich gezeigt, daß die parastrophische Form einer 
kommutativen Frobeniusalgebra A gleich z(E) = g(£)” ist, wo g(£) die parastrophische 
Form des Restklassenrings von A nach dem Radikal ist. Daß die Frobeniusalgebren 
eine Rolle spielen, liegt daran, daß für zu f prime Ideale a von X K/a Hauptidealring 
ist, kommutative Hauptidealalgebren aber Frobeniusalgebren sind. Hierfür wiederum 
wird das folgende Kriterium benutzt: Dafür, daß eine kommutative Algebra über einem 
vollkommenen Körper eine Frobeniusalgebra sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
sie ein und nur ein minimales Ideal +0 enthält. Deuring (Jena). 

Benneton, Gaston: Sur Parithmötique des quaternions. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 
406—408 (1942). 

Verf. gibt einige Teilbarkeitssätze über Quaternionen mit ganzrationalen Kompo- 
nenten, untersucht also die Lipschitzsche Quaternionenordnung. Seine Sätze ergeben 
sich ohne weiteres aus den entsprechenden Sätzen für die maximale Hurwitzsche 
Ordnung, welche Verbindung aber vom Verf. nicht hergestellt wird. Brandt. 
ee Benneton, Gaston: Sur un problöme d’Euler. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 459—461 

1942). 

Verf. untersucht im Anschluß an seine vorstehend besprochene Note ein Problem 
von Euler, auf das Legendre in seiner Theorie des nombres (Nr. 470) aufmerksam 
gemacht hatte und das von Hurwitz in seiner Zahlentheorie der Quaternionen be- 
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handelt worden war. Merkwürdigerweise wird von den drei Autoren die betreffende 
Eulersche Abhandlung gar nicht genannt, es handelt sich aber zweifellos um das 
Problema curiosum am Schlusse der Abhandlung Problema algebraicum ob affectiones 
prorsus singulares memorabile [Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 
15, 75—106 (1770, 1771)=Opera omnia I 6, 287—315 (1921)]. Brandt (Halle a. d. S.). 


Bosshard, Paul: Die Cliffordschen Zahlen, ihre Algebra und ihre Funktionen- 
theorie. Zürich: Diss. 1940. 48 8. 

Dans la premiere partie de cette These, I’A. &tudie la structure de l’algebre des 
nombres de Clifford sur le corps des reels, retrouvant des resultats connus (v. H. Weyl, 
The classical groups, ..., Princeton 1939, p. 271; ce Zbl. 20, 206; cet ouvrage semble 
etre ignor& de l’A.). La seconde partie est un essai de generalisation aux nombres 
de Clifford de la theorie des fonctions quaternioniques ‚regulieres“ de Fueter; 
l’A. n’aboutit dans cette voie A aucun rösultat positif notable. J. Dieudonne (Nancy) 


Aneochea, German: Sur quelques th&oremes de la theorie algebrique des corps. 
Portugaliae Math. 3, 115—119 (1942). 

In der Theorie der algebraischen Körpererweiterungen gibt es zwei Beweismethoden: 
die der symmetrischen Funktionen und die der linearen Abhängigkeit. Die erste be- 
nutzt konjugierte Größen, die nicht immer zum untersuchten Körper gehören; die 
zweite verbleibt im Körper selbst und hat den Vorteil der leichten Verallgemeinerungs- 
fähigkeit auf Schiefkörper und hyperkomplexe Systeme. Es gibt aber zwei Sätze, die 
in der jetzt üblichen Darstellung immer noch mit der Methode der symmetrischen 
Funktionen bewiesen wurden, nämlich der Satz vom primitiven Element und der 
Satz, daß die aus den Spuren der Produkte der Basiselemente gebildete Diskriminante 
einer separablen Körpererweiterung nicht Null ist. Für diese beiden Sätze werden 
hier neue Beweise gegeben, die keine körperfremden Elemente benutzen. 

van der Waerden (Leipzig). 
Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Molsen, Karl: Ein Beitrag zur Irreduzibilität in algebraischen Zahlkörpern. Dtsch. 
Math. 6, 449—452 (1942). 
Von I. Schur wurde bewiesen, daß jedes Polynom 


x? n-1 at 
ko 1 Fan, 4 aaa Ha ont, 


N 


mit ganz rationalen a; im Körper P der rationalen Zahlen irreduzibel ist. Man kann 
nun die Frage stellen, welche Irreduzibilitätsaussagen gemacht werden können, falls 
die a, als ganze algebraische Zahlen aus einem beliebigen algebraischen Zahlenkörper A 
gewählt werden und die Irreduzibilität in einem beliebigen algebraischen Erweiterungs- 
körper B von A verlangt wird. Verf. findet nun als Hauptergebnis, daß für den Grad n 
von f(x) eine nur von B allein abhängige Schranke n(B) existiert, derart, daß für 
alle Gradzahlen n > n(B) die Polynome f(x) höchstens einen Linearfaktor abspalten 
können, der außerdem sogar noch in A liegen muß. Daraus folgen zwei spezielle Ergeb- 
nisse. Für den Fall A= P ergibt sich unter Verwendung des Satzes von Schur, 
daß alle f(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten a, für alle Gradzahlen n>n(B) 
auch in einem beliebigen algebraischen Erweiterungskörper B irreduzibel sind. Für 
den Fall A= B, bei dem also alle a, zu B gehören und nach Irreduzibilität in B 
gefragt wird, läßt sich ebenfalls die Irreduzibilität in B für n>n(B) erzwingen, wenn 
man noch die Zusatzvoraussetzung macht, daß alle in der Diskriminante D; von B 
aufgehenden Primzahlen bis auf höchstens eine größer als der Grad Nz des Körpers B 
sind. Diese Zusatzvoraussetzung trifft z. B. zu, wenn man A = B als quadratischen 


Körper wählt. Der Beweis der Sätze erfolgt durch Modifikation der Schurschen Über- 


legungen in Verbindung mit dem Satz von Dedekind über Primzahlen, die in der - 
Diskriminante eines algebraischen Zahlenkörpers aufgehen. Neuhaus. 
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Skolem, Th.: Über die ganzen x, für welehe ein Polynom P (uz, ur+1, +» » Ur+n)= 0 
ist, wenn u, eine gegebene lineare rekurrente Gleichung befriedigt. Avh. Norske Vid. 


Akad. Oslo 1942, 1—23 (Nr 15). 
Vorgegeben sei ein beliebiger Zahlkörper K. Die Zahlen w, (x ganz rational) aus X 


n 
sollen eine Lösung aller Gleichungen (1) D’au,4;— 0 bilden mit Koeffizienten 
i=0 


Ayy 22.5; An (dydn & 0) ebenfalls aus K. Es werden Sätze über die Menge der x mit 
P(u,,..., 4,47) = 0 bewiesen, wobei P ein Polynom m-ten Grades ist. Hierzu werden 
gewisse Eigenschaften dieser rekurrenten Reihen «, hergeleitet (die teilweise schon in 
einer früheren Arbeit des Verf. kurz entwickelt wurden für den Fall, daß X der Körper 
der rationalen Zahlen ist [dies. Zbl. 11, 392]), unter ihnen der wichtige Satz: Eine be- 
liebige Lösung u, von (1) ist entweder = 0 für alle zin einer arithmetischen Reihe oder 
= () nur für endlich viele ganze x. Dies wird mit Hilfe p-adischer Analysis gewonnen, 
eine Methode, die der Verf. zuerst auf Diophantische Fragen angewendet hat (dies. 
Zbl. 8, 105). Ist kein Quotient zweier Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
n 


Id) =? at =0 eine Einheitswurzel #1, so gibt es unter den u, sogar nur endlich 
i=0 
viele verschwindende, es sei denn, daß sie alle verschwinden. Ist nun P homogen, so 
erweist sich v, = P(uU,, ..., U,+,7) auch als eine rekurrente Reihe mit einer charakte- 
ristischen Gleichung, deren Nullstellen die Potenzprodukte m-ten Grades aus den Null- 
stellen von f(f) = O sind. Somit ergibt sich für diese v, ein dem vorigen ähnlicher Satz, 
wenn kein Quotient zweier solchen Potenzprodukte eine Einheitswurzel ist. Ähnliches 
gilt auch für den inhomogenen Fall, wobei dann aber alle Potenzprodukte vom Grade 
= m der Nullstellen von /(t) = 0 zu berücksichtigen sind. Verf. hofft auf die Möglich- 
keit, die Anzahl der x mit v, = 0 (im endlichen Falle) mit Hilfe p-adischer Analysis 


‚ (sogar für ganze Klassen von /(t)) abzuschätzen, wenn er das auch für schwer hält, und 


bemerkt, daß Nagell [Math. Z. 28, 10—29 (1928)] im rationalen Zahlkörper im wesent- 
lichen dieses Problem für alle /(t) dritten Grades mit negativer Diskriminante gelöst hat. 
Ref. meint, daß K, abgesehen von den einleitenden Betrachtungen, algebraisch von 
endlichem Grade angenommen werden muß. L. Redei (Szeged). 

Nagell, Trygve: Sur la elassifieation des eubiques planes du premier genre par des 
transformations birationnelles dans un domaine de rationalit® queleonque. Nova Acta 
Soc. Sci. Upsal., IV.s. 12, Nr 8, 1—34 (1941). 

Verf. gibt eine Theorie der Klassifikation ebener kubischer Kurven C vom Ge- 
schlecht1 mit beliebigem K.oeffizientenkörper 2, wobei er sich neben den älteren Arbeiten 
von Aronhold, Salmon, Poincare und Hurwitz insbesondere auf seine früheren 
Publikationen [Sur les propriet6s arithmetiques des cubiques planes du premier genre, 
Acta math. 52, 93—126 (1928); Solution de quelques problömes dans la theorie arith. 
des cubiques planes du premier genre, Vid. Acad. Oslo 1935, Skrifter Nr 1] bezieht. — 
$ 1. C’sei durch eine Gleichung /(z, y, 2) = Oin homogenen Koordinaten z, %, z gegeben. 
S und T seien die Invarianten von Aronhold der ternären kubischen Form f(x, %, 2). 
Wird © durch eine lineare Transformation in & mit einer Determinante A + O in eine 
kollinear äquivalente Kurve C’ (in Zeichen C=C’ bez. 2) mit den Invarianten 
8’, T’ transformiert, so gilt S’—= 448, T’= 48T, Die Fälle T = 0 bzw. S=0 werden 
als harmonisch bzw. äquianharmonisch bezeichnet. Die lineare Transformation führe 
0.B.d.A. einen Wendepunkt von C in einen Wendepunkt von C’ über. Mit W(G,, G,) 
sei die kubische Kurve in der Normalform von Weierstraß y?2=42°— G,02?— G,23 
bezeichnet. (x) entstehe aus Q durch Adjunktion der Koordinaten eines Wende- 
punktes von ©. Es gilt O8 W(—3°2-28, 332-8 7) bez. Q(x). — $2. Die birationale 
Transformation T führe C mit den homogenen Koordinaten x, y,2 in C, mit den 
homogenen Koordinaten &,n,{ über. Die Darstellung & = = =7 von T, in der 
X,Y,Z ternäre Formen in x, y,z vom gleichen Grade n in x, y,2 bedeuten, heiße eine 
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algebraische Darstellung von T vom n-ten Grade. Der kleinste Grad aller algebraischen 
Darstellungen von T heißt die Ordnung von T. Wenn in der Gesamtheit aller alge- 
braischen Darstellungen von T wenigstens eine existiert, deren Koeffizienten in 2 
liegen, so heißt T eine birationale Transformation bez. 2. Die birationalen Trans- 
formationen bez. (2 liefern eine Klasseneinteilung äquivalenter Kurven C (in Zeichen 
C-C, bez. 2). In üblicher Weise bezeichne J —= 2%,83:(2°.8° + 7?) die absolute 
Invariante oder den Modul von €. Der Satz: Zwei bez. 2 äquivalente Kurven CO be- 
sitzen denselben Modul, ist umkehrbar, wenn 2 der Körper der komplexen Zahlen ist, 
aber nicht mehr, wenn 2 ein beliebiger Körper ist. Satz: Besitzen C und C\, denselben 
Modul, so gilt C® 0, bez. Q(x,X1, 7); dabei ist 7 = (ST,)2(8, 7)" bzw. stst 
bzw. 78 7, wenn 8 und.7, = 0 bzw. T=T,=0 bzw. S=8,=0 sind. Aus 
CC, bez. 2 folgt C@ 0, & W(-3°2-28, 332-8T) bez. Q(x,xı, 7). — $3. (z, y, 2) 
heißt kurz ein rationaler Punkt, wenn x, y,z drei Zahlen aus (2 proportional sind. 
Besitzt C einen rationalen Punkt, so gilt CO W(-—-332-?8,332-°8T) bez. Q. — 
$4. Die Uniformisierung der Koordinaten x, y,z von Ü durch elliptische Funktionen 
des Argumentes u sei so normiert, daß für einen Wendepunkt u = 0 sei. Die Kurve C 


j x = y ya z 

gestattet dann die Darstellung Er TEE, Swen 

wo a,b,cC,...,c, in 2(x) liegen und pw die Weierstraßsche p Funktion mit den In- 
varianten 9 = —3°2 28, gg, =3°2"®T ist. Besitzt C einen rationalen Punkt, so 

lassen sich die Koordinaten von C durch 5 — 3- — . ausdrücken, wo R,R,,R, 

1 2 
Polynome 2-ten Grades von p, p’ in 2 bedeuten. Ist 2 der komplexe Zahlkörper, so 
drücken sich die birationalen Transformationen O—-C, im Argument u so aus: Be: 


u, = su + k(k beliebig); dabei ist s = +1 (gewöhnliche Transformation) oder s = +i 
bzw.s=-+po, —+o°, o primitive 3-te Einheitswurzel (harmonischer bzw. äquianhar- 
monischer Fall; singuläre Transformationen). — $5 enthält den Beweis des Satzes 
von Poincar&: Die Äquivalenz C(z, y,2)—C,(&,n,&) bez. 2 werde durch die bi- 
rationale Transformation T: = — 4 rn geliefert. Dann kann 7 stets als Cremona- 
Transformation angenommen werden (X, Y,Z Formen 2-ten Grades). — $6 enthält 
einige Sätze über elliptische Funktionen, die in $7 gebraucht werden. Abkürzung: 
z=pu, y=p'u. Die en er © (u) le al Darstellungen 
ax +rbayteytdstcy+I _ Art 
der Gestalt D(u) = PETE TER TERETET ERST —— A . 
Rechnung ergibt sich:- Sind A, B,...,F, aus 2, so sind auch ,b— bie, 
a— 0,6 — bb + bie aus 2. — $7. Satz: Ein durch uv> +u + k erzeugter Auto- 
morJhismus von ( ist dann und nur dann ein Automorphismus von O bez. 2, wenn 
k zu 2 gehört. Entsprechende Sätze für den harmonischen bzw. äquianharmonischen 
Fall. — $8 behandelt die Äquivalenz der Kurven C in der Normalform von Weier- 
straß. In diesem Falle wird die Frage vollständig erledigt durch den Satz: Die beiden 
Kubiken ?=42?— 9,0—g; und Y’?=4X°?—G,X—G, sind dann und nur dann 
äquivalent bez. Q, wenn G, = ßtg,, G, — ß®g; mit ß + 0 aus 2 gilt. Im Schluß- 
paragraphen ($11) berührt Verf. auch das Aquivalenzproblem im allgemeinen Fall, 
der große Schwierigkeiten darbietet, und kündigt zu dieser Frage eine spätere Ver- 
öffentlichung an. — In $9 wird das Verhalten von 8 und T bei birationalen Trans- 
formationen untersucht. Satz: Au O-(P?=4X%— X — 9) bez. 2 folgt 
gg = —3?2-2804, g, = 3°2°Ta® mit & aus Q. Aus CC, bez. 2 folgt $, = Sy*, 
T, = T»® mit y aus @. — $ 10. Es sei OO’ bez. Q. C bzw. 0’ besitze den’rationalen 


Nach einiger 


Punkt P, bzw. Q, mit den elliptischen Argumenten u, bzw. u. P, werde (im gewöhn- 2 
lichen Fall) in Q, durch die birationale Transformation „—w=Fu— w über-r- i 
geführt. Dann sind dies birationale Transformationen von Cin ©’ bez. 2. Entsprechende Be 
Aussagen für singuläre Transformationen. H.L. Schmid (Berlin). h 
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Zahlentheorie: 


Kanold, Hans-Joachim: Verschärfung einer notwendigen Bedingung für die Existenz 
einer ungeraden vollkommenen Zahl. J. reine angew. Math. 184, 116—123 (1942). 

Der Eulersche Satz, daß in jeder ungeraden vollkommenen Zahl n ein und nur ein 
Primteiler p zu einem Exponenten «=1 (mod4), die übrigen Primteiler p,,..., p, in 
geraden Vielfachheiten-aufgehen müssen, mit der Ergänzung von Steuerwald, wonach 
mindestens einer der geraden Exponenten =>4 sein muß, wird hier dahin verschärft, 
daß mindestens einer der Primteiler p,,..., ?, mindestens in der sechsten oder min- 
destens zwei mindestens in der vierten Potenz auftreten müssen, d. h. daß die Zerlegung 
n = p*plp3 --- p& unmöglich ist. Für x =1 und & = 5 hatte Verf. dies schon früher 
(Deutsche Math. 4, 53—57 (1939); dies. Zbl. 20, 202) bewiesen. W. Weber (Berlin). 


Kantz, Georg: Über die Auflösung der Gleichung: Y(x)=n, wenn Y(m) die An- 
zahl derjenigen natürlichen Zahlen bezeichnet, welche relativ prim zur natürlichen Zahl 
m und kleiner als m sind. Dtsch. Math. 6, 437—449 (1942). 

Ist n = 2"gfı ... u, 2 = 2p DU, WO I, :.,9 DZW. 91, ..,9 die 
verschiedenen ungeraden Primteiler von n bzw. x sind, und soll @(2)=n sein, 
so muß bei passender Anordnung der q, und p, eine Gleichung von der Gestalt 
9%,  -1=- Ha... r O<Sh<k O<usm 0<wm,=m,) bestehen. Für jedes 
System von Exponenten u, #ı, -. ., Ur, das den genannten Ungleichungen genügt 
und für das 2“gf4 ... gf* eine Primzahl ist, ergibt sich damit ein Ansatz zu einer Zer- 
legung von zin zwei teilerfremde Faktoren pf und 2*p5: .-. p/*. Auf diese Weise wird 
die Gleichung 9(z)=n auf eine Gleichung derselben Art, in der die Exponenten 
mM, Mı,...,M; kleinere Werte haben als bisher, durch Fortsetzung des Verfahrens 
schließlich auf eine Gleichung von der Gestalt (x) = 2" zurückgeführt. Für diese 
muß im obigen Sinne jedes p, die Form 2er 1 haben, womit sich ihre Lösungen er- 
geben. Da man insbesondere weiß, daß alle $=4 wirklich Primzahlen dieser Art 
liefern, 8 =5 und f = 6 hingegen nicht, so ergeben sich die Lösungen der Gleichung 
Y(xz) = 2" für m<127 auch numerisch. Auch die Fälle, daß in n eine oder zwei 
ungerade Primzahlen aufgehen, werden noch explizit gelöst. In zwei Tabellen werden 
alsdann alle Lösungen der Gleichung p(2)=n für n=2"(O=<m<sl0) und für 
1=<n=200 angegeben. Weber (Berlin). 


Reitan, L.: Über die Lösungen der Gleichung am? = x? + y? +22. Norsk. mat. 
Tidsskr. 24, 43—47 (1942) [Norwegisch]. 

Für ganzes m werde mit A(m) die durch 48 geteilte Anzahl derjenigen formal 
verschiedenen Lösungen der diophantischen Gleichung m = 2?+ y?+ z? bezeichnet, 
für die (x, y,2)=1 ist. An Beispielen werden dann die folgenden Sätze plausibel 
gemacht: Ist m ungerade, so ist A(2m?) der vierte Teil des über die in m enthaltenen 
höchsten Primzahlpotenzen p" erstreckten Produktes der Zahlen p*-!(p 1), wobei 
das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem — 2 quadratischer Rest 
nach p [d.h. p = 1 oder 3 (mod 8)] ist oder nicht. Ist m zu 6 teilerfremd, so ist A(3m?) 
der sechste Teil des über die in m enthaltenen höchsten Primzahlpotenzen p* erstreckten 
Produktes der Zahlen p*"!(p 1), wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen 
ist, je nachdem — 3 quadratischer Rest nach p [d.h. p = 1 (mod6)] ist oder nicht. 


8 
Allgemeiner: Ist m ungerade, m =]]p} (p, Primzahl, alle 7, verschieden, n, > 0), 
r-=1 


(a,m) =1, so ist A(am?) = A(e) II "lg, 4 Kl Weber (Berlin). 
r=1 


Ljunggren, Wilhelm: Über die Gleichung &* — Dy? = 1. Arch. Math. og Naturvid. 
B 45, Nr 5, 1—12 (1942). 
Die diophantische Gleichung #2 — Dy?=1(D>0, ganz, quadratfrei) hat höch- 
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stens zwei Lösungen in positiven ganzen Zahlen x, y. Es wird gezeigt, wie man diese 
Lösungen nach endlich vielen Schritten finden kann. Hofreiter (Wien). 

Reichardt, Hans: Einige im Kleinen überall lösbare, im Großen unlösbare diophan- 
tische Gleichungen. J. reine angew. Math. 184, 12—18 (1942). 

Verf. hat in einer früheren Arbeit (s. dies. Zbl. 23, 294) die rationalzahlige Lös- 
barkeit der diophantischen Gleichung (1) ax*+ bz? y®+cy!=2? (a,b,c rationale 
Zahlen) untersucht. Die Anwendbarkeit des Verfahrens einer vollständigen Induktion 
nach dem Max(|x|,|y|) zur Bestimmung der rationalzahligen Lösungen von (1) setzt 
voraus, daß man über die Lösbarkeit von (1) hinaus noch über die Lösbarkeit weiterer 
Gleichungen vom Typus (1) Bescheid weiß. Dann liefert diese Induktion eine Basis 
der Gruppe der Lösungen von (1); umgekehrt ermöglicht die Kenntnis einer solchen 
Basis, über die Lösbarkeit der erwähnten Gleichungen zu entscheiden. — Verf. wendet 
diese Methode auf die spezielle diophantische Gleichung 


(2) arluy—z 
an. Neben (2) werden die diophantischen Gleichungen 
Ra) A Bei Be Mel F— VTft=2, 11 — yY—= 222 


betrachtet. Im Körper P(y—2) (P Körper der rationalen Zahlen) werden alle Glei- 
chungen (2) und (2a) lösbar. Dies ermöglicht, eine Basis der Lösungen von (2) in 


P(Yy—2) zu bestimmen. Aus dieser Basis kann dann eine Basis der Lösungen von (2) 
in P hergeleitet werden. Daraus gewinnt Verf. folgende Aussagen: Die Gleichungen (2) 
und (2a) sind überall im Kleinen (d.h. in reellen und in p-adischen Zahlen für jede 
Primzahl p) lösbar. Die Gleichung (2) und die erste Gleichung in (2a) sind im Großen 
(d.h. in rationalen Zahlen) lösbar (aber nur mit y=0). Dagegen sind die weiteren 
Gleichungen (2a) im Großen unlösbar. H. L. Schmid (Berlin). 
Erdös, P.: On the integers ofthe form &® +4”. J.London Math. Soc.14,250—254 (1939). 
Von dem Verf. war zusammen mit Mahler [J. London Math. Soc. 15, 134—139 
(1938); dies. Zbl. 18, 344] auf nicht elementare Art bewiesen worden, daß die Anzahl 
der durch eine gegebene binäre quadratische Form f(x, y) mit ganzen Koeffizienten, 
nichtverschwindender Diskriminante und einem Grade k> 3 mittels positiver x und 
Br 
y eigentlich darstellbaren Zahlen <n nicht He sein kann. Hier wird nun derselbe 
Satz für den Sonderfall f(x, y) = + y* mit ungeradem %k elementar bewiesen, und 
zwar durch Verfeinerung eines von Pillai [J. London Math. Soc. 3, 56—61 (1928)] zum 
Beweis einer schwächeren Abschätzung für alle Formen x*+ y* mit nicht durch 4 


k 
teilbarem k eingeführten Verfahrens. Formal lassen sich für jedes a mit 2<a< Yn. 


sofort $p(a) Darstellungen von Zahlen r< n angeben; es kommt aber darauf an, die 
Häufigkeit des Auftretens eines einzelnen r nach oben abzuschätzen. Das kommt auf 
die Betrachtung der Lösungszahl der diophantischen Gleichung + yF= ut +» 
mit gegebenen &+y=a,, u+v=a, hinaus. Eine für diesen Zweck brauchbare Ab- 
schätzung dieser Lösungszahl nach oben gelingt, wenn für m=a, und m= a, die 


1 
Beziehungen (m, k) =1, y(m) < Ym bestehen, wo y(m) das Produkt der höchsten 
in m aufgehenden Potenzen derjenigen Primzahlen bedeutet, die nach allen Primteilern 
von k kongruent 1 sind. Es zeigt sich nun, daß die Anzahl der a von der obigen Be- 


10 e 
schaffenheit mit der Nebenbedingung (a, k) =1, y(a) < Ya noch hinreichend groß 
2 


wird, damit sich die halbe Summe der zugehörigen 9(a) als >enk erweist, wo c eine 
positive Konstante ist. Unter Berücksichtigung der Abschätzung für die Lösungszahl 
jener diophantischen Gleichung entsteht nunmehr auch für die Anzahl der verschie- 


me 


denen darstellbaren Zahlen <n eine untere Abschätzung von der Gestalt cnk, woraus 


insbesondere die Behauptung folgt. Weber (Berlin). re 
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Broderick, T. $.: On obtaining an estimate of the frequency of the primes by means 
ol the elementary properties of the integers. J. London Math. Soc. 14, 303—310 (1939). 


l 
Aus dem Tschebyscheffschen Satz, daß an en für n>2 zwischen zwei positiven 


320) 1 ö : 
Schranken liegt, folgt offenbar dasselbe für ar 2 , wo An)= > — gesetzt ist. Die- 
en 
ser Satz wird hier mittels eines Verfahrens bewiesen, das: ebenso wie der Satz frei von 
transzendenten Bestandteilen ist und aus dem von Hardy und Wright (An intro- 
duction to the theory of numbers. Oxford 1938, 342—347; dies. Zbl. 20, 292) für den 
Tschebyscheffschen Satz gegebenen Beweis durch Umformung entsteht. In Analogie 
zu bekannten Begriffsbildungen werden dabei die Funktionen #(n) N p) und 


=» mA(p), wo p nur durch Primzahlen läuft, eingeführt. An Stelle dar Grund- 
przn 
eigenschaft des Logarithmus tritt die Ungleichung} (m)+.(n)—1=/(mn)<A(m)+4(n) 
mit einer kleinen Verschärfung. Mit ihrer Hilfe wird 0(2n) — O(n) <3n, hieraus 


O(n) <6n und hieraus wieder un, < 14 geschlossen. Die entsprechende Abschät- 


zung nach unten erfordert shasahee einmal eine untere re für Se Wieder 


auf Grund der Funktionalungleichung für A(n) zeigtsichy(n)>—. Da y(n = >ol'n (7 n]) 


2m<n 

und die Gliederzahl der Summe hierin kleiner als 2 (n) ist, so 2 das erste Summen- 
glied O(n) > - — 2/(n) a) >> — 12A(n )[Yr]. Schließlich ist O(n) < r(n)A(n), 
am m) = + —_ am . Die damit bewiesene zweite Hälfte der Behaup- 
a n 

tung wird durch elementare Behandlung des zweiten Gliedes der rechten Seite noch 
dahin präzisiert, daß für n> 11® und, wie sich nach Andeutung des Verf. mittels einer 
Primzahltafel und anschließender en Rechnungen ergibt, auch für die klei- 


ee > 5 gilt. Weber (Berlin). 


also nunmehr 


neren n>2 die Abschätzung 


Selberg, Sigmund: Ein elementarer Satz über den größten Primfaktor einer quadrat- 
freien Zahl, die aus einer gegebenen Anzahl von Primfaktoren zusammengesetzt ist. 
Arch. Math. og Naturvid. B 45, Nr4, 1—8 (1941). 

Es seien zwei Zahlen n, & gegeben (n>0,0<x&<01l). Es sei M, die Menge 
aller quadratfreien natürlichen Zahlen, die durch genau n Primzahlen teilbar sind; 
es sei P„ der größte Primfaktor von m. Für <> 2 sei N(x) die Anzahl aller m< x 
aus M,; M(x) sei die Anzahl derjenigen m < x aus M,, für welche P„> x (also 
um so mehr P„> m*) ist. Dann ist 

M (x) ae M (x) 1 
‚im Na) au“ schärfer N(@) — A| + Oeez)- 
Im Beweis wird nicht der Primzahlsatz benutzt, sondern nur die elementarsten Sätze 
über die Verteilung von Primzahlen. Jarnik (Prag). 

Brun, Viggo: Möthode &lömentaire pour &valuer des fonetions Enumeratives. Skr. 
norske Vid.-Akad., Oslo Nr 12, 1—14 (1942). 

Für <>0 Bei D(x) die Anzahl der Gitterpunkte (u,v) mit u>0, v>0, 
wv=xr. Es wird bewiesen: Wird F(2) = $zloge +(0C — Hz +} gesetzt 

= 


(C = Eulersche Konstante), so ist En du=F(x2) +0($loge+7%+3x2-1) für 
zT 1(l01 <1). Für große x ist Beinen die bekannte und unschwer beweisbare Formel 
2 fDiu )du=F(x) + olz 4) viel schärfer. — Beweismethode: Ist >0 und y(s) 


Be 
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oo 


eine Funktion, so sei L(z; y(s)) = lim (—1)r +1 ee AL UREN Es sei D(x)=0 
s>% N: 
n=1 


für Oo<r<l1, D(o)=1 für z>1; also Ö(x) — lim (1 + (2 — 1)e-*‘) = L(e;]l). 


Daraus folgt D(2) =?) D(zm" In!) = L(x; C*(s)) und weiter 


m,n=1 


2-1 [D(u)du = L(2; &(s)/(s+1)). 
ö 


(Die dabei und bei ähnlichen Formeln benutzte Vertauschbarkeit der Grenzübergänge 
wird nicht untersucht.) Wird Z(s) =4# + (s — 1)-1-- y(s) gesetzt, so zerfällt der 
letzte Ausdruck in drei elementare Glieder und in zwei Glieder, die y(s) enthalten; diese 
werden mit Hilfe einer Beziehung zwischen L(x; y(s)) und L(z; y(s)y(s)) abgeschätzt. 
Jarnik (Prag). 

Tietze, Heinrich: Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. 7. Schritt- 
weise Kompression partiell-komprimierter Mengen. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1941, 
165—170 (H. 2/3). 

Für die vorangehenden Mitteilungen vgl. dies. Zbl. 25, 28, 108—110; 26, 103, 104. 
Es sei M eine Gitterpunktmenge im R". M heißt (2,2%, --- x,)-komprimiert, wenn 
mit jedem zu M gehörenden Punkt (x,..., x) auch alle jene Punkte (z,,.. ., 2.) 
zu M gehören, für de Oo<y,<xdd (1<h<sg) und, = (a<i=n) gilt. Es 
sei M, diejenige x,-komprimierte Menge, die auf der Geraden = 23,..,. = U, 
genau so viele Gitterpunkte enthält wie M. Man sagt, M, entsteht aus M durch 
x, -Kompression der Menge WM. Dann gilt die Tatsache, daß bei Kompression in einer 
Achsenrichtung jede Komprimiertheit in einer anderen Koordinatenrichtung erhalten 
bleibt. Hofreiter (Wien). 

Tietze, Heinrich: Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. 8. Auswirkung 
der Kompression von Gitterpunktmengen auf die zugehörigen Partitionen. S.-B. Bayer. 
Akad. Wiss. 1941, 171—186 (H. 2/3). 

Es sei R” ein Raum mit den Koordinaten z, yı,...,%,(g +1=n) und M eine 
Menge von m Gitterpunkten aus R*. M* entstehe aus M durch x-Kompression. Ferner 
seien Ay, Yı, „A, bzw. W,M,..., A die zu M bzw. M* gehörigen Partitionen 
der Zahl m. Die auf die x-Koordinate bezügliche Partition A, = (a,, @,...) genüge 
den Ungleichungen a,>a,> --- (Monotonievoraussetzung). Ist dann M nicht 
x-komprimiert, also M*+M, so gilt die Ordnungsbeziehung X > W,. Hofreiter. 

Tietze, Heinrich: Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. 9. Beispiele 
ähnlich geordneter Familien von komprimierten Gitterpunktmengen. S.-B. Bayer. Akad. 
Wiss. 1941, 187—191 (H. 2/3). ® 

Die Ordnungsbeziehungen zwischen Partitionen einer Zahl m lassen sich als Sonder- 
fall von Ordnungsbeziehungen innerhalb gewisser Gesamtheiten (Familien) kompri- 
mierter Gitterpunktmengen auffassen. Zwei Familien komprimierter Gitterpunkt- 
mengen heißen ähnlich geordnet, wenn eine eineindeutige Zuordnung der Elemente & 
der einen Familie zu den Elementen & der andern Familie so möglich ist, daß zugleich 
mit >” stets X > gilt und umgekehrt, allemal wenn 8’ auf & und 8” auf 2” 
abgebildet ist ($%” entsteht aus $’ durch gewisse Umbauten, ebenso &’ aus 8, analog 
für &’, &, &). Es werden einige Beispiele solcher ähnlich geordneter Familien an- 
geführt. -— Hofreiter (Wien). 

Tietze, Heinrich: Rekursionsformeln für den Inhalt gewisser Polyeder. 8.-B. Bayer. 
Akad. Wiss. 1941, 193—200 (H. 2/3). = 

Der Flächeninhalt V, der Vereinigungsmenge der Rechtecke 0<x;= zB (1,2) 

; L 


mit Pa, A=l,...d ist Pr = 2 (a — af+%) Max(ai,o. .,”). „Ist 
=, 2 / 
B>M>.->P>0wmd0l<d<rf<-.- <mp,soist Vz Zah) Ih. 


K2 
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In der Arbeit wird eine Verallgemeinerung dieser Inhaltsbestimmungen auf » Dimen- 


sionen gegeben. Es seien P} = («P,..,2®) (1<A=I1) Punkte mit positiven Koor- 
dinaten. Ferner sei Y„ (P},..., Pı) das-Volumen des Körpers, der durch Vereinigung 
der Quader O<z,<ax® (=1,...,n) entsteht. Ist die Numerierung der Punkte 
Pier, Pı so. gewäbli, deren zl+l — 0, so gilt die Rekursions- 
formel 


1 
(2 ... P,) = (m = OP REILET, ...; P}); 
-1 


wodurch die n-dimensionalen Inhaltsbestimmungen auf (n — 1)-dimensionale zurück- 
geführt sind. Durch fortgesetzte Anwendung der Formel kann V,„ berechnet werden. 
Man benutzt dazu noch die Beziehung V,(P,, ---, P)=Max(d,...,x). Hofreiter. 


Koksma, J. F.: Contribution & la theorie mötrique des approximations diophantiques 
non-lineaires. 1. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 176—183 (1942). 

Verf. untersucht die Menge der Zahlen 0, im n-dimensionalen Raum R,, für 
welche das System simultaner diophantischer Approximationen 


(1) dt.) — yv|<o,(@)=} (w=1,.%,n) 


unendlich viele Lösungen in ganzen x, %, besitzt. Hierbei bedeuten die 6, beliebige 
gegebene Zahlen, f,(x) gegebene wachsende Funktionen der ganzen Veränderlichen x, 
und ®,(x) gegebene, monoton nach Null strebende Approximationsfunktionen. Der 
Fall f,(x) = x wurde von Khintchine [Math. Z. 24, 706—714 (1926)] behandelt. Die 


Ergebnisse sind hier analog: 1) Genügen die Funktionen f,(x) gewissen Regularitäts- 
«—4 


i Pen: h,@) 
bedingungen, z. B. ist Iimeup I, a] < 1 und strebt der g.g.T. von /,(x) und /,(2) 


ae 
gleichmäßig in x nach Unendlich für z— oo, 2>z, 2) nehmen die w,(z) nicht zu 


oo n n 
rasch ab, z. B. divergiert die Reihe >’ //w,(x) und gilt lim z]/Iw,(x)=0; dann hat 
s>© „_ı 


=] 9,+= 


das System (1) für fast alle 0, aus R, unendlich viele Lösungen. Unter etwas weniger 
einschränkenden Bedingungen gelingt es auch dem Verf. zu zeigen, daß die 6, im R, 
überall eine positive Dichte haben. Der Beweis beruht auf ähnlichen geometrischen 
Überlegungen wie der Beweis von Khintchine. Die Ungleichungen (1) geben für 
jeden Wert von z, y, ein gewisses Parallelflach im R,„, und das Maß der Menge der 
Punkte 6, wird abgeschätzt, die nicht unendlich vielen solchen Parallelflachen an- 
gehören. Pisot (Freiburg i. Br.). 

Koksma, J. F.: Contribution & la th&orie mötrique des approximations diophantiques: 
non-lineaires. 2. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 263—268 (1942). 

Es handelt sich hier um die gleiche Fragestellung wie im Teil 1 (vgl. vorsteh. 
Referat); Verf. gibt andere Bedingungen an, unter denen das Approximationssystem. 
für fast alle 0, aus R„ unendlich viele Lösungen zuläßt. Zuerst wird gezeigt, daß 
dies der Fall ist, wenn f,(x) = x””, wobei m, beliebig gegebene, feste, natürliche 
Exponenten sind. Dieser Satz ist ein Sonderfall einer direkten Verallgemeinerung 
eines Satzes von Khintchine [Math. Z. 24, 706—714 (1926)], worin auf das Vor- 
handensein von unendlich vielen Lösungen für fast alle 0, aus R,„ geschlossen wird. 
Es wird darin von den Funktionen /,(x) verlangt, daß es feste Zahlen C, Yrsoeri ge 
gebe, so daß zu jedem ganzen x ein ganzes &<Cx bestimmt werden kann mit 
GhGa)=hM;v—=1,...,n. Außerdem müssen diese f,(x) einer im allgemeinen 
leicht zu verifizierenden Regularitätsbedingung genügen, und es gebe positive Ex- 
ponenten 0, mit on +++, =1, so daß für c — , x” w,(x) monoton nach 
Null abnimmt. Zum Beweise wird der am wenigsten voraussetzende Satz aus Teill- 
in seiner ausführlichsten Form benützt, und darauf Hilfssätze aus der Arbeit von 
Khintchine angewandt. Pisot (Freiburg i. Br.). 
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_Koksma, J. F., et B. Meulenbeld: Sur le thöor&me de Minkowski, eoneernant un 
systeme de formes lineaires r6elles. 1. Premiere communication: Introduction, appli- 
cations. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 256- 262 (1942) 


Es seien L, (v4; nt l) reelle Linearformen mit der Determinante A =# 0. 
Es si 1<&r=<n. Zu jeder Zahl {>2 gibt es ein System von ganzen Zahlen 
(215... Zn41) # (0,}..., 0), so daß die Ungleichungen 
r rue] a n+1 
m n = gr r a) 2 
D2]=2( a ’ > nen: 
v=1 v=r+1 
Rt r n+1 an lr | | 
> Ls > | ae u ni 14 | 
| 1 | | 12) eo 2 Ins Em + 1 Sr 
»= »—=r 


gleichzeitig erfüllt sind. Dabei sind die 0x, gewisse, durch lange Ausdrücke gegebene 
Zahlen. Der Beweis des Satzes wird mittels einer Methode von Blichfeldt in der 
zweiten Mitteilung gegeben. Der Satz wird erstens auf die Approximation einer Linear- 
form an die Null und zweitens auf die simultane Approximation von reellen Zahlen 
angewandt. So wird 


1 
L= ja + + on — m | S—  — N) 


(Zi) 
gezeigt. Ferner gilt gleichzeitig 


n n 
x 1 « 1 
od |< d ] ea : 
> In+i ve - 14 —— 2 In+i On" |an4,|*+* 
v1 07 [anrı a Hofreiter (Wien). 
Analysis. 
Allgemeines: 


Michal, Aristotle D.: Recent general trends in mathematies. Science, New York 92, 
563—566 (1940). 

Kurzer Überblick über einige der Hauptlinien der mathematischen Forschung 
der letzten zwanzig Jahre; die Rolle der Funktionalanalysis, der topologischen Ideen, 
gruppentheoretische Gesichtspunkte, abstrakte Differentialgeometrie u. a. werden 


gestreift und in Zusammenhang gebracht. @. Köthe (Gießen). 
Mengenlehre: 

Denjoy, Arnaud: Sur les nombres transfinis. ©. R. Acad. Sci., Paris 213, 430—433 
(1941). 


I. Tout ensemble ordonne dont les elements sont ceux de la suite (N) des entiers 
n > 0, se nommera une permutation ? de (N), & la condition que la loi d’ordination 
introduite dans (N) soit difförente de celle selon laquelle un entier n pr&cede un entier p 
quand n<p. L’A. associe l’un & l’autre toute permutation P de (N) et tout deve- 

+0 | 
loppement neperien % - I ((<x=<l1l; a, entier verfian 0O<„<n—|]) 
n=1 er 

(cfr. ce Zbl. 25, 148), en posant e,_, = ens. ordonne dont le premier element est O0 
et dont les &l&ments suivants sont les entiers 1, 2,...,n — 1 ordonnes comme dans P; 
et a, — celui des &löments de e,_, qui pr&cede immediatement n dans e,. L’A. donne 
une condition necessaire et suffisante & laquelle doit satisfaire la suite des a, pour 
que P soit bien ordonnee. Ilcaracteriseainsiunnombre transfini dedeuxieme 
classe sans &noncer explicitement ’hypothöse de la construction de tous 
lesnombresquilepr&c&dent. —II—II. Lerang d’un element d’un ens. ordonne E 
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est une notion bien definie si Z vörifie la condition suivante: Toute transformation 
biunivoque de E en lui-m&me conservant l’ordre se röduit & la transformation identique. 
Cette condition est satisfaite si E est bien ordonne. L’A. estime preferable de definir 
le nombre ordinal comme &tant ce qui qualifie le rang d’un &l&ment d’un 
ens. bien ordonn&, plutöt que de le definir, comme d’habitude, comme £tant le type 
d’ordre d’un ens. bien ordonne. A. Appert (Rennes). 


Faedo, Sandro: Su gli insiemi ehiusi di misura nulla. Ann. Scuola norm. super. 
Pisa, II. s. 10, 249-252 (1941). 

Ist M eine abgeschlossene lineare Punktmenge vom Jordanschen Inhalt Null und 
{a,} eine Folge positiver Zahlen, so kann man unter Umständen Intervalle %ı, . . .» Sn 
mit Längen |%| < a; finden, die M überdecken. Verf. fragt, ob zu jeder vorgegebenen 
Zahlenfolge solche Intervalle gefunden werden können, und beantwortet seine Frage 
durch den Satz, daß das, wie auch {a,} gegeben ist, für abzählbare M und nur für solche 
möglich ist. Der Beweis wird erbracht, indem er zu jeder nicht-abzählbaren Menge M 
eine Zahlenfolge {a;} konstruiert, für welche endlich viele Intervalle mit der gewünschten 
Eigenschaft nicht gefunden werden können. @G. Hajös (Budapest). 


Monteiro, Antönio: La notion de fermeture et les axiomes de separation. Portu- 
galiae Math. 2, 290—298 (1941). 


Le probl&me resolu par l’A. est d’exprimer les definitions de divers espaces topologiques, 
et en particulier de formuler certains axiomes de söparation en termes portant directement 


et exclusivement sur la notion de fermeture EZ d’unens. quelconque E de points de l’espace. 
Il resout le m&me probl&öme par rapport & la notion d’ens. ferme. Ce probl&me avait &t& pos6 
par rapport & la notion de derive #H’d’unens. HE par M. Frechet (Lesespacesabstraits..., 
Paris 1928, pp. 204 et 207), et resolu dans ce cas par I’A. (ce Zbl. 23, 304) pour les espaces. 
de Hausdorff, et par H. Ribeiro (ce Zbl. 24, 363) pour les espaces reguliers, normaux et 
completement normaux. Je note que ce probleme envisage par rapport a la notion de ferme- 


ture E avait &te pose et resolu des 1935 par le Ref. (ce Zbl. 13, 155) pour les espaces topo- 
logiques, les espaces (V) et les espaces accessibles de M. Fr&chet (loc. eit., pp. 167—168, 
172 et 185), et aussi pour les espaces (F') definis plus loin. Le Ref. (loc. cit.) avait dejä insiste 


sur les avantages de simplicite resultant du choix de la notion de fermeture E comme terme 
primitif en topologie. L’A. reconnait lui aussi ces avantages dans son M&moire actuel. 


L’A. appell& espace (F) ou espace de Sierpinski l’espace determine par l’une 
des trois definitions &quivalentes a), b) et c) suivantes: a) Un espace (F) est un 
espace (7) de M. Fröchet (loc. eit., p. 172) verifiant l’axiome suivant: #= E pour 
tout sous-ens. E de l’espace. b) Un ens. abstrait 1 est un espace (F) si & chaque ens. 
Ac1oon fait correspondre un et un seul ens. AC 1 et appel& fermeture de A de telle 
sorte que les quatre axiomes suivants soient verifies: O0 = 0 (0 designant l’ens. vide); 
Ac4;,A+BcA+B;A=A. c) Un ens. abstrait 1 est un espace (F) si l’on 
se donne une famille de sous-ens. de 1 appel6s ens. fermö6s et vörifiant les deux axiomes 
suivants: l’ens. vide et l’espace entier sont fermes; toute intersection d’ens. fermiös 
est un ens. ferme. — Les definitions b) et c) sont &quivalentes si l’on adopte les deux 
definitions suivantes: un ens. A est ferme si A= 4; la fermeture A d’un ens. A est 
V’intersection de tous les ens. fermes qui contiennent A. L’A. admet ces definitions 
ainsi que la suivante: un ens. est ouvert s’il est le complömentaire d’un ens. ferm& 


3 par rapport & l’espace. 
be ‚ Je note que les trois definitions a), b) et c) avaient &t& anterieurement &noncees et leur 
4 €quivalence demontree par le Ref.: les espaces (F) fournis par la definition a) ont &t& introduits 


sous lenom d’espaces (V)verifiant« (x designant !axiome E-E) par le Ref. (ce Zbl. 5, 27; 
7, 60; 10, 117); ils ont t6 appeles par le Ref. (ce Zbl. 17, 91)espaces&topologie transitive. 
La definition b) avait &t€ Enoncee et son &quivalence avec la definition a) d&montree par le Ref. 


(ce Zbl. 13, 155) (l’axiome A-+BcA+B ötant 6nonc6 sous la forme &quivalente ACA+B). 
La definition c), ainsi que la definition &quivalente correlative c,) obtenue en remplagant dans 
c) les ens. fermes par les ens. ouverts et l’intersection d’ens. par la r&union d’ens., ont &t6& 
6nonc6es et leur €quivalence avec la definition a) d&montree par le Ref. (ce Zbl. 13, 154). 


Dans ce dernier m&moire du Ref. se trouve dejä d&montre le theor&me, repris ici par P’A., 


b 
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d’apres lequel les espaces (F) sont les plus generaux des espaces (V) susceptibles d’&tre 
univoquement determines par la connaissance, soit de la classe de leurs sous-ens. ouverts, 
soit de la classe correlative de leurs sous-ens. fermes. Les espaces (F) fournis par la definition 
c) ou c,) avaient &t& introduits des avant 1928 par M.Sierpinski (Introduction to the general 
topology, Toronto 1934; ce Zbl. 9, 232). Un espace voisin de l’espace (F) bien qu’un peu plus 
general avait &t& considere anterieurement par E. H. Moore (Introduction to a form of general 
analysis, New Haven 1910). D’apres l’A. (ce Zbl. 24, 362) ‘la notion d’espace (F) est tres 
importante en Analyse”. 

L’A. donne les trois definitions &quivalentes d), e) et f) suivantes des espaces 


accessibles de M. Fr&chet (loc. cit., p. 185) qu’il appelle espaces 7,: d). Un 
espace 7, est un espace (F) verifiant les deux axiomes suivants: A+B=A-+B; 
A=4 si A est fini ou vide (C. Kuratowski, Topologie I, Varsovie 1933, p. 15; 
ce Zbl. 8, 132). Un espace 7, est caracterise par les trois seuls axiomes suivants: 
A+B=4+B;4A=4si A est fini ou vide; A= A (Alexandroff-Hopf, Topo- 
logie I. Berlin 1935, pp. #1 et 59; ce Zbl. 18, 79). Un espace 7, est caract£rise par 
les quatre axiomes suivants: toute r&union finie d’ens. fermes est un ens. ferme&; toute 
intersection d’ens. fermes est un ens. ferm&; l’ens. vide et l’espace entier sont ferm6s; 
tout ens. reduit & un seul point est ferme. — L’ens. des points intörieurs & un ens. 4, 


autrement dit l’int&rieur de A est l’ens. cle(A)), C designant le compl&mentaire 
par rapport & l’espace entier 1. Unens. Best ditinterieur ä unens. A s’il est inclus 
dans l’interieur de A. L’A. envisage les neufs axiomes suivants: 75 (axiome de se- 
paration de Hausdorff): Si a, et a, sont deux points distincts, il existe deux ens. 
ouverts disjoints contenant respectivement a, et a, (disjoints = sans point commun). 
T#*: Si a, et a, sont deux points distincts, il existe deux ens. ferm6s F, et F, tels 
que: f,+F,=1,(a,)-F,=(a)-F,=0. T,: Sia, et a, sont deux points distincts, 
on peut d&composer l’espace 1 en une r&union de deux ens. disjoints E, et Ey tels que: 
(a)- E,=(a,)- E,=0. T, (axiome de söparation de Vietoris): Quels que soient 
le point a et l’ens. ferme F disjoint de a, il existe deux ens. disjoints auxquels a et F 
sont respectivement interieurs. 73°”: Quels que soient l’ens. F, n’ayant qu’un seul 
point, et l’ens. ferme F, disjoint de F,, il existe deux ens. ferm&s Ff et F% tels que: 
Fr+F=1, F,-F$=F,-.Fr=0. 75: Si un ens. A, n’ayant qu’un seul point 
et un ens. A, sont tels que A, - A, = A, A, =, on peut d&composer l’espace 1 en 
une reunion de deux ens. disjoints E, et E, tels que: A,-E,= A,-E,=0. T, (axiome 
de separation de Tietze): Si F, et F, sont deux ens. fermes disjoints, il existe deux 
ens. ouverts disjoints contenant respectivement F,\ et F,. Tj*: Si F, et F, sont deux 
ens. ferm&s disjoints, il existe deux ens. fermes Ff et F% tels que FF’ +F=1, 
F,-F£=FR,-Ff=0. T;: Si deux ens. A, et A, sont tels que A, - A, = 0, on peut 
d&composer l’espace 1 en une r&union de deux ens. disjoints E, et E, tels que 
A, E,= Ay: BE, = 0. — L’A. demontre que dans tout espace (F) on a les &quiva- 


lonces suivantes: TTS TE TS Te > TE TEE TI DAR Aldi 


les deux th&or&mes suivants: g) On peut definir les espaces de Hausdorff, reguliers 
et normaux comme &tant les espaces 7, verifiant respectivement les axiomes T,, T3, T,. 
h) On peut definir les espaces de Hausdorff, reguliers et normaux comme £tant les 
espaces T, verifiant respectivement les axiomes 7y*, T3* et T'*. Le th&oreme g) &nonce 
des definitions des espaces de Hausdorff, r&guliers et normaux en termes portant direc- 
tement sur l’unique notion de fermeture. Ü’est ce que l’A. appelle une caracteri- 
sation pure de ces espaces au moyen de la notion de fermeture. Le th&oreme h) nonce 
une caracterisation pure des m&mes espaces au moyen de la notion d’ens. ferme. 

L’A. indique qu’il n’y aurait aucune difficulte & obtenir des caracterisations pures ana- 
logues de ces espaces au moyen de seulement l’une ou l’autre des deux notions d’ens. ouvert 
et d’interieur d’un ens. Je note que le R£f. (ce Zbl. 13, 155) avait obtenu anterieurement 
des caracterisations pures des espaces topologiques de M. Fr&chet (V), (F) et accessibles au 

moyen de la seule notion d’interieur d’un ens. A. Appert (Rennes). 


. 
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Monteiro, Antönio: La notion de fermeture et les axiomes de separation. An. Fac. 
Ci. Pörto 26, 193—203 (1941). 
Ce memoire reproduit exactement le travail prec. refere. A. Appert (Rennes). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


© Witting, A.: Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differentialrechnung. 
9., neubearb. Aufl. (Samml. Göschen Bd. 146.) Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1942. 
145 S. u. 57 Fig. RM. 1.62. 

Eine reichhaltige und ihrem Zweck entsprechende Sammlung elementarer Auf- 
gaben. Krafft (Marburg a. d. L.). 

Tambs Lyche, R.: Une fonction eontinue sans derivee. Enseignement Math. 38, 
208211 (1942). 

Deckt sich inhaltlich mit der in dies. Zbl. 22, 213 besprochenen Arbeit. 

Harald Geppert (Berlin). 

Vessiot, Ernest: Sur la variation des fonetions. Enseignement Math. 38, 214—217 
(1942). 

ver des Satzes, daß eine reelle Funktion, die in jedem Punkte eines Intervalls 
(a, b) eine verschwindende (positive) Ableitung besitzt, daselbst konstant ist (wächst), 
ohne Heranziehung des Mittelwertsatzes. Gezeigt wird, daß für az, <,=b, 
|f(z2) — Hzı)| < e(23 — 2) bei beliebig kleinem e ist, indem aus der gegenteiligen 
Annahme durch schrittweises Hälften eine sich auf einen Punkt x, zusammenziehende 
Intervallschachtelung gewonnen wird, in dem nicht f’(z,) = 0 sein könnte. Analog 
für f(x) >0. Harald Geppert (Berlin). 

Seebach, Karl: Über die Erweiterung des Definitionsbereiches mehrmals differenzier- 
barer Funktionen. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1941, 67—90 (H. 1). 

Sia M un insieme chiuso e limitato di numeri reali e siano =f(® (x), {® (x), ..., [9 (x) 
k +1 funzioni reali univoche definite in M tali che, per ogni x, del derivato M’ 
e per ogni x di M, risulti /r-V(d)=fe-d(2,)+(&— 2) (2) +n, con v=1,2,...,k 
ed FE infinitesimo per &— z,. E possibile definire, su tutto l’asse reale, una 
funzione F(x) dotata delle derivate FW(x),..., F®(x), tale che sia, in tutto M, 
F(x) = (a), F9(x)=/N(2) w=1,2,...,k)? L’A., che in un precedente lavoro 
(v. questo Zbl.21, 116) aveva risposto a tale domanda per il caso particolare k=1, dä qui 
le condizioni necessarie e sufficienti affinche questo problema sia risolubile. 

Tullio Viola (Roma). 

Levy, Paul: A propos du th&or&me fondamental de la th&orie des jacobiens. En- 
seignement Math. 38, 218—226 (1942). 

Der Satz über das Verschwinden der Funktionaldeterminante wird einer ein- 
gehenden Kritik unterzogen und folgendermaßen präzisiert: u,, ---, u, seien stetige 
Funktionen der z,, ---, 2, mi tstetigen und beschränkten ersten Ableitungen und ver- 
schwindender Funktionaldeterminante; dann ist der Ort der Punkte u=(u,,..., %,) 
eine Menge E vom n-dimensionalen Maße Null. Bleibt z= (x), ---, 2.) in einem be- 
schränkten Gebiet, so ist E abgeschlossen und nirgends dicht; dann besteht zwischen 
den u,, ---,%, eine Beziehung ®(u,, ---, u) = 0 mit stetigem, fast überall von Null 
verschiedenem ® (z.B. ® = Abstand von E). Beschreibt x hingegen den ganzen 
Raum, so kann E überall dicht ausfallen, und dann kann man nicht von funktionaler 
Abhängigkeit im üblichen Sinne reden; Beispiele hierfür werden angegeben. 

Harald Geppert (Berlin). 

Chlodovsky, I.: Certaines propriet&s interpolatoires des fonetions absolument mono- 
tones de deux variables. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 28, 387—390 (1940). 

Die Aufgabe ist die Bestimmung einer absolut monotonen Funktion F (z, Y) 
zweier reeller Veränderlicher im Quadranten z<0, y<0, die einen endlichen Wert 
im Anfangspunkt besitzt und deren Werte a) auf Halbgeraden, die zu einer der Achsen 
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x oder y parallel sind, oder b) in den Ecken achsenparalleler Rechtecke gegeben sind. 
Verf. gelingt die Aufstellung notwendiger und hinreichender Bedingungen dafür, 
daß a) nach Vorgabe von n +1 Funktionen /(y), (k=0,1,...,n) auf der Halb- 
achse y=0 eine Funktion F(x, y) gefunden werden kann, so daß für jedes k 
F(—k, y) = fr(y) ist, oder b) zu (rn + 1)(m + 1) vorgegebenen Zahlen Ur 
(k=0,1,..,n; p=0,1,...,m) eine Funktion F(z, y) gefunden werden kann, 
so daß für alle A,» gilt: F(-k, —p)=(;,. Tullio Viola (Roma). 

Fleddermann, Harry T.: Gleichheit zwischen Maßfunktionen. Bol. mat. 13, 
295—297 (1940) [Spanisch]. 

a bedeute einen Punkt der ebenen Menge A, C(a,r) den Kreis um a mit Halb- 
messer r, m. bzw. m, das Caratheodorysche bzw. Grosssche Maß. Als Dichte von A 


in a wird nach Besicovitch erklärt: D,(A, a) = lim >, -m.(A » Ca, r)) bzw. analog 
r> 


D,(4, a). Gilt für alle Punkte von A D,(4, a)=1, so ist fast überallin A D,(A, a)=1, 
und umgekehrt folgt aus letzterem fast überall D,(A,a) =1. Der Hauptsatz des 
Verf. besagt: Ist in allen Punkten von A D,(A,a)=1 oder D,(4,a) =1, so ist 
m,(A) = m,(4). Harald Geppert (Berlin). 

Lines Escardö, E.: Maß einer Menge, die die Transformierte einer anderen Menge 
bekannten Maßes ist. Rev. mat. hisp.-amer., IV. s. 2, 67—71 (1942) [Spanisch]. 

C sei eine meßbare Menge des euklidischen R,(2},..., %,). Durch die Formeln 
= Fi(%,..., m), i=]1,...,n mit stetig differenzierbaren f; und mit der Funktional- 


3x #0, (, k=1,...,n) werde C in die Menge C’ des R, (21, ..., &)) 
k 


abgebildet. Verf. beweist: C’ ist meßbar, und es ist m’ gleich dem über ( erstreckten 
Lebesgueschen Integral von J. Daraus ergibt sich auch die Formel für das Verhalten 
der Ableitung einer Mengenfunktion bei Variablentransformation. Harald Geppert. 


Fichera, Gaetano: Sull’integrazione delle funzioni. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 
2, 336—347 (1941). 

Der von M. Picone (Lezioni di analisi infinitesimale, Catania 1923) entwickelte 
Integralbegriff wird weiter vertieft. Eine reelle eindeutige beschränkte oder unbe- 
schränkte Funktion f(P) wird als summierbar in einer (beschränkten oder unbeschränk- 
ten) Menge A des n-dimensionalen cartesischen Raumes bezeichnet, wenn es eine in 
Aliegende Menge N vom Jordanschen Maß 0 gibt, die den folgenden Bedingungen ge- 
nügt: a) f(P) ist wenigstens in jedem Punkte von A— N definiert; b) /(P) ist in jeder 
Menge T beschränkt, die in A— N enthalten ist und von N positiven Abstand hat; 
c) die von dem Riemannschen Oberintegral if ”\/{P)|dT bei beliebiger Änderung von 

T 


determinante J— 


T beschriebene Wertemenge ist beschränkt. — Unter diesen Voraussetzungen 
streben die Unterintegrale H. ’KP)dT für T>A in A— N einem Grenzwert 


2 
J’= lim [tP)aT =. HD)AT, zu, und zwar unabhängig von der Wahl von N ; ebenso 
T>A 7 Ä 
existiert der Grenzwert J’= lim f Bat 7 "}(P)dT; offenbar ist J’< J”; ist 
ee Ä \ 
J'=J"”, so heißt /{P) in A integrabel, und man setzt [mPyaT =/’=J". Es ist 
—A 


bemerkenswert, daß diese Definition von der Meßbarkeit von A absieht und a priori ; 
nicht die Integrierbarkeit von f in Teilmengen von A voraussetzt. Tullio Wiola. | 
Levy, Paul: Propri6t&s intrinsöques des fonetions, et integrales de Stieltjes. (Soc. 
"math. de France, Paris, 6. XII. 1939.) Bull. Scc. Math. France 69, Fasc. 1/4, 5—9 


(1941). RL ai i 
Esposizione suceinta di studi che !’A. sta compiendo; proposizioni enunciate senza 2 
dimostrazioni e soltanto come probabili; gli stessi concetti, insufficientemente precisati, e ' 
non si delineano con perfetta chiarezza Si pud tuttavia rilevare quanto segue. — Siano e 
Zentralblatt für Mathematik. 26. 20 ER j } 
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u(x), v(x) due funzioni, definite in uno stesso intervallo abed ivi prive di discontinuitä 
di seconda specie. E posto 

n n 

& u 
8,— Diulölo) — tal. 8, DEN ke) — vl], 

1 1 
per una generica suddivisione di ab in parti (a = 2,<2,:'< A m, 
% — %_1ı= m). Si distinguono due diversi tipi R (Riemann), @ (geometrico) d’inte- 

b 


grali di Stieltjes I —[udv, secondoch& I puo esser definito come limite di S, oppure 
a 


di S,, sotto la sola condizione m — 0. — S8i richiama la def. di funzione f(x) 


a variazione limitata secondo ® in ab, essendo D(k) una prefissata funzione pari 
di Ah, nulla per A=0, continua, illimitata e crescente con h: dev’esser finito l’estr. sup. 


n 
dell’insieme delle somme >% D[f(x;) — f(2x-ı)], corrispondenti a tutte le possibili 


en T 
suddivisioni di «5 in parti. — Si considera una generica classe C di funzioni v(z) che, 
rispetto ad ogni trasformazione continua e biunivoca effettuata sulla variabile, sia 
invariante (cio® contenga tutte e sole le funzioni deducibili l’una dall’altra mediante 
siffatte trasformazioni?) e si pone il problema: caratterizzare la classe delle 
funzioni v tali che J esista (R 0 @), qualunque sia win ©. A fondamento, per 
la risoluzione d’un tale problema, & richiamato un teor. di L. C. Young: se ve v sono 


a variaz. limit. in ab, rispettivam. secondo ® e secondo Y, e se le funzioni A = »(y), 


h=y(y) inverse rispettivamente diy=®(h), y=Y (h) sono ttaliche (4) y(lz)&<o 1 
allora I esiste (R). i 
Tullio Viola (Roma). 

Kerim Erim: Über eine neue Definition des mehrdimensionalen Stieltjesschen Inte- 
grals. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul, Ser. A: Math. 6, 12—17 (1941). 

Ergänzende Bemerkungen zu einer vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 22, 320). 
Insbesondere wird bewiesen, daß die vom Verf. gegebene Definition des über 
den Rechtecksbereich Ba <r <oa,b=<y=ß) erstreckten Stieltjesintegrals 

f 9(z, y)d/(x,y) auch dann gültig bleibt, wenn die Unstetigkeitspunkte der Funktionen 
(B) 


/(z, y), 9(2, y) sich auf eine endliche Anzahl stetiger Kurven verteilen. 
Tullio Viola (Roma). 

Ridder, J.: Über das Flächenmaß im dreidimensionalen Raum. Nieuw Arch. Wiskde 
21, 33—56 (1941). 

Una superficie F & definita, nello spazio euclideo, mediante tre funzioni continue 
z=o(u,v), y=y(u,v), 2=x(u,v), di due parametri variabili in un dominio @, 
somma d’un numero finito di rettangoli a lati paralleli agli assi u, v. L’A. considera 
domini Z, costituiti ciascuno della somma d’un numero finito di triangoli 7, contenuti 
tutti in @, privi due a due di punti interni comuni e i cui angoli sono tutti > d’un 


numero positivo y(< 3) prefissato. Sia #(A) l’area del triangolo A nello spazio, i cui 


vertiei corrispondono a quelli di 7. Se, sopra il dominio Z, F(A) possiede l’integrale 
nel senso di Burkill (indipendente dalla scelta di y), questo vien definito come area 
del pezzo di superficie F corrispondente ad EZ. — Di questa definizione, che risale 
concettualmente ad L. Tonelli, l’A. indaga, con profonditä di vedute, le proprietä 
essenziali, dimostrando, sotto certe ipotesi, la possibilitä d’esprimere l’area d’una super- 
fieie mediante un integrale di Lebesgue-Stieltjes, o semplicemente di Lebesgue, 
e stabilendo alcune proposizioni analoghe ad altre ben note della teoria della rettificazione 
delle curve. — Il lavoro si compone di tre parti, di cui le prime due svolgono (ma solo 
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con brevissimi cenni dimostrativi) certe questioni preliminari intorno all’integrale di 
Lebesgue-Stieltjes e a quello di Burkill. Tullio Viola (Roma). 

Cesari, Lamberto: Sulle trasformazioni eontinue e sull’area delle superfieie. Atti 
Accad. Italia, Mem., VI. s. 12, 1305—1397 (1942). 

Darstellung und Begründung der Resultate des Verf. über die stetigen und regu- 
lären ebenen Abbildungen und Flächen. [Diese Resultate hat Verf. auf stetige Abbil- 
dungen und Flächen weiter ausgedehnt; vgl. nachsteh. Referat.] — Es sei ®: 
z=x(u, v), y=y(u,v) eine stetige Abbildung des Quadrates A: 0o<r=1, 0<y<l 
auf eine Punktmenge B der (xzy)-Ebene; dann ist B abgeschlossen und beschränkt: 
es sei K ein B enthaltendes Quadrat, Die Abbildung ® heißt regulär, wenn man im 
Intervall (0, 1) zwei solche abzählbare, überall diohbe Punktmengen [£], [n] finden 
kann, daß für £E[£] und nE[n] die von den Kurven O(&): z=x(£,v), y=y(£, v) 
und C’(n): = x(u,n), y= y(u,n) ausgefüllten Punktmengen vom Maße O sind. 
Die stetige Fläche $: z = x{(u, v), y= y(u, v), z=z(u, v) [(u, v) € A] heißt regulär, 
wenn man im Intervall (0,1) zwei solche abzählbare, überall diehte Punktmengen 
[&], In] finden kann, daß für £E[E] und nE[n] dieKurvenC(&): =x(£, v), y=ylE, v), 
z=2(E&,v) und C(n) ı z=z{u,n), y=yl(un), 2=z(u,n) sich auf die Ebenen 
xz=(0, y=(0, z=0 in Punktmengen vom Maße O0 projizieren. — Für die stetige, 
reguläre Abbildung ® führen wir die Begriffe der totalen Variation und der Total- 
stetigkeit folgendermaßen ein. Wir betrachten zwei, die eben ausgesprochenen Be- 
dingungen erfüllende Punktmengen [£] und [7] und nennen [R] die Gesamtheit der 
(nicht ausgearteten) Rechtecke R von A folgenden Typus: Er =<!,n<y=zn' 
mit EE[E), FCELE,nEln], n En]. Es seien jetzt Rein Rechteck aus [R]; I’ die positiv 
orientierte Begrenzung von R; C das orientierte Bild von /'bei der Abbildung 8; O(x,y; C) 
die topologische Ordnung des Punktes (x, %) bezüglich C, o(z, y; C) gleich 1 oder 0, je 
nachdem O(z, y; ©) verschieden oder:gleich Null ist.Die FunktionenO(z,y;C)undo(x,y;C) 
sind Bairesche, also meßbare Funktionen. Wir setzen g(R)= Hi \ |O(z, y; C)|\dady, 


K 
t(R) = j0® Y; O)dagy], u(R) Eee y,C)dzdy; g(R) und t(R) können auch 


unendlich werden. Es sei {R,} irgendeine endliche Unterteilung von R in Recht- 
ecke R, aus [R], @(R) = bin >92; T(R) — Im iR), U(R) — lim Su(Bi. 


Die Definitionen von 6, T ir U lassen sich auf alle Intervalle A, A 4A aus- 
dehnen; es genügt, irgendein in A, enthaltenes Rechteck R aus [R] zu be- 
trachten und G@(4,) =lim@G(k), T(4,)=limT(R), U(A,) =limU(R) zu 
setzen. [Verf. erklärt die Funktionen g,t, uw für den Rand eines in A enthal- 
tenen Jordan-Bereiches und setzt G*(r) = Im I a(n), T*(r) = Im Zi), 


U*(r) = Im > u(n), wo {r;} irgendeine endliche De nee vor r im Jordan 


Bereiche ist; ans gilt @*(A,) = @(4,), U*(A,) = U(A,) und, wenn @*(A,) <+w, 
7+(A,) = T(A,)] Die ahbiane Ö heißt von beschränkter Variation in A, wenn 
es eine solche Konstante M gibt, daß die Ungleichung zuR) <M gilt für jede 


endliche Menge {R;} von Rechtecken aus [R], von denen je zwei ohne gemeinsame 
innere Punkte sind. Die Zahl @(®) = extr. sup. 29 g(R,) heißt die totale Variation 


von ®; es ist @(d®) = 6(4) = G*(4A). Die Abbildung ® heißt totalstetig i in A, wenn 
man zu jedem &>0 ein o >0 finden kann, so daß für jede endliche Menge {R} von 
Rechtecken aus [R], von denen je zwei ohne gemeinsame innere Punkte sind, aus 


|R| <a die Ungleichung Zetk) )<e folgt. Dann gilt der grundlegende Satz: 


Wenn die Abbildung ® stetig, regulär und von beschränkter Variatien ist, so ist 
@(4,) = T(4,) = U(A,) für jedes Intervall A, von A. — Setzen wir jetzt, wenn 


20* 
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5 u(R 
die Limites vorhanden sind, g’(P) = re v’(P) - im Inr ‚w(P) - im nr 5 
wo Pein Punkt von Aund R: &<a<?', n„<y=n’ ein der Bedingung —£<=2(n—n), 
nN"—n=2(E'—E£) genügendes Rechteck von [R] sind, so heißen g’(P), !(P),w'(P) bzw. 
die Ableitungen von g(R),t(R)undu(R). Wenn ® (stetig, regulär und) von beschränkter 
Variation in A ist, so existieren diese Ableitungen fast überall und sind endlich in A 


und auf A summierbar. Außerdem ist @(4A) >/[[g’(P)dudv, T(A) >/[ [t’(P)dudv, 
A A 
U(A) =/[ [w(P)dudv; das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn ® 
A 


totalstetig in A ist. — Wenn © (stetig, regulär und) von beschränkter Variation in A 
ist und wenn die partiellen Ableitungen z,, %,, Yu, Y, fast überall auf A existieren 
und endlich sind, so ist die Funktionaldeterminante J = z,y, — 2,Y„ auf A summier- 
bar. Außerdem ist G(A)=/ [|J|dudv, und © ist dann und nur dann totalstetig 


in A, wenn @(A) -/ [| |dudu ist. S: = x(u, v), y= y(u, v),z=z(u, v) [(u, v)E A] 
A 


sei eine stetige, reguläre Fläche. Wir betrachten die drei regulären, ebenen Abbildungen 
®,: = z(u,v); y= y(wv);d,: y= ylu, v),z=z(u 0); DB: z=z(u, vo), = lu, v). 
Dann gelten die Sätze: 1. Wenn die Punkte von 8 eine Punktmenge vom Maße 0 des 
(z, y‚,2)-Raumes bilden, so ist der Lebesguesche Inhalt L(S) von 5 dann und nur 
dann endlich, wenn ®,, ®,,®, von beschränkter Variation sind. 2. Wenn die par- 
tiellen Ableitungen von x(u, v), y(u, v), z(u, v) fast überall auf A existieren und endlich 
sind, und wenn L(S85) < + o ist, so ist VEG—F:=) |; (z; "+ -.. auf A summierbar 
(u, ©) 
und L($)>/[YEG — F?dudv; das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, 


A 
wenn ®,,®,, D, totalstetig sind. — Zum Schluß betrachtet Verf. zwei andere, bekannte 
Inhaltserklärungen einer Fläche und gibt hinreichende Bedingungen dafür, daß diese 
mit der Lebesgueschen Inhaltsdefinition übereinstimmen. @. Scorza Dragoni. 

Cesari, Lamberto: Sulla quadratura delle superfieie in forma parametriea. Boll. Un. 
Mat. ital., II. s. 4, 109-117 (1942). 

Zusammenfassung einiger Untersuchungen des Verf. über die Flächen von end- 
lichem Lebesgueschem Inhalt. Es sei 2= x(u, v), y=y(u, v) eine stetige Abbildung ® 
des Quadrates A: O<u=1, Osv=l auf eine Punktmenge B der (zy)-Ebene; 
K ein B enthaltendes Quadrat. Für die Abbildung © führen wir die folgenden Begriffe 
ein: 1. die Funktionen g(r), u(r), @(r), U(r), y(z, y; ®), Y(z, y; ®); 2. die totale 
Variation; 3. die Totalstetigkeit; 4. die verallgemeinerte Funktionaldeterminante. Zu 
diesem Zweck sei y eine positiv orientierte, einfache, geschlossene Kurve von A und C 
die aus. y entstehende, geschlossene, orientierte Kurve der (xy)-Ebene. O(z, y; C) 
bedeute die topologische Ordnung des Punktes P= (x, y) bezüglich C, falls P-C=0; 
andernfalls sei O(z, y; C) = 0; dann ist O(z, y; C) eine in der ganzen (xy)-Ebene er- 
klärte Bairesche Funktion der ersten Klasse, Betrachtet man jetzt einen Jordan-Bereich 
rc. A, seinen Rand *, das BildC von r* und setztman o(z, y; C)=]1, wenn O(z, y; C) EU), 
(2,4; C)=0, wenn O(z,y; C)=0 ist, dann ist o(z, y; C) auf K summierbar und O(z,y;C) 
auf K meßbar. Wir setzen g(r) =[[|\0(z, y; O)|dzdy, u(r) = fof2, y; O)dzdy; g(r) 

K K 


kann auch unendlich werden. Wir betrachten jetzt eine beliebig veränderliche, end- 
liche Unterteilung von r in Jordansche Bereiche r,,..., rm (m=1,2...) und setzen 


s De Ren | er 
G(r) = im >, ar); Un= In2> un); G(P)=G@(4); U(D)=U(A); 
außerdem setzen wir, wenn r=4, r} der Rand von r;, O; das Bild von r* sind, 


Y(z,y; ®) = Im 3 10(e, y;0)|, Y(z,y;®) = lim >o(a, y;0,); 


x 


N 
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dann sind Y und % nach unten halbstetige, also meßbare Funktionen. Wir setzen 
NR d> y; ®)dxdy und nennen W(®) die totale Variation der Abbildung ®; 
K 


wenn W endlich ist, so nennen wir ® von beschränkter Variation (in diesem Falle sind 
y und Y fast überall endlich auf X). Die stetige Abbildung © heißt totalstetig, wenn 


m 


Der 7) <e gilt für jede endliche Folge einfacher, disjunkter Polygone 77,,...,77, von A 


mit Be <.c (e vorgegebene positive Zahl, o passende positive Zahl), und wenn 
De m 


=, @(o;) für jede endliche Zerlegung von A in einfache Polygone 01, .. ., Om- 
i=1 
Eine totalstetige Abbildung ist somit von beschränkter Variation. Nun zur Verallge- 
meinerung J(u, v) der Funktionaldeterminante! Es sei P = (uw, v) ein innerer Punkt 
von 4, gein en mit achsenparallelen Seiten und mit P als Zentrum. Wir setzen 
U) 


olal ’ 
Ö stetig ee so ist y(x, y; ®D)=Y(z, y; D), abgesehen von einer höchstens abzählbaren 


Untermenge (die Menge der Verzweigungspunkte) von K, und U(d) <@(d) <W(®); 
2. Ist ® von beschränkter Variation, so ist U(®) = G(®) =W(®) [Verf. kündigt an, 
daß diese Gleichungen für jedes stetige ® gelten]; J (u, v) ist fast überall auf A vorhanden 
und stellt eine auf A summierbare Funktion dar; 3. eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die stetige Fläche 
S:2=xz(uv),, y=yluv, -z=z{u, v) [(v, v) € A] 

einen endlichen Lebesgueschen Inhalt L(8) besitzt, ist, daß die drei Abbildungen 

BD: = cluo),, y=ylWwv; DB: y=ylWwo, z=z(u, 0); 

2 =zlu,»), z= z(u, v) 
von beschränkter Variation seien. Dann ist W(®,)<_L($8) <W(®,)+W(8,)+W(9,); 
5. Unter denselben Voraussetzungen gilt, wenn L(S$) < -+oo ist, 


L(S) = [Ru 0) + Alu o) + Ku, od dudo 
4A 


J(u, v) = ‚m falls das Limes vorhanden ist. Dann gelten die Sätze: 1. Wenn 


[J;(4, v) = verallgemeinerte Funktionaldeterminante von ®,]. Das Gleichheitszeichen 
gilt dann und nur dann, wenn ®,, ®,, D, totalstetig sind. @. Scorza Dragoni. 
Cesari, Lamberto: Sui punti di diramazione delle trasformazioni eontinue e sull’area 
delle superfieie in forma parametrica. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 3, 37—62 (1942). 
Ausführliche Darstellung und Begründung, zusammen mit Verallgemeinerungen 
einiger der im vorstehenden Referate angegebenen Resultate. @. Scorza Dragoni. 


Allgemeine Reihenlehre: 


Dobreseu, A.: Über eine Reihe. Gaz. mat. 47, 446—-451 (1942) [Rumänisch]. 


Sehwartz, H. M.: A class of eontinued fraetions. Duke math. J. 6, 48—65 (1940). 
E. Maillet (Sur les fractions continues alg&briques [J. Ecole polytechn., II. s. 12, 


41—62 (1908)]) hat über Kettenbrüche von der Gestalt I nn worin (1) 2, |k;| < oo 


und die k; + 0 komplex sind, folgenden Satz bewiesen: Die Näherungssähler bilden 
eine Fumktionenfolge, welche gleichmäßig auf jeder beschränkten Punktmenge der 
z-Ebene konvergent ist. Das gleiche Verhalten zeigen auch die Näherungsnenner. — 
Verf. betrachtet nun allgemeiner Kettenbrüche von der Form aD P | . worin 
die %; und c; komplex sind und k, + O ist. Hier läßt sich unter der Voraussetzung (1) 


zeigen, daß die beiden Funktionenfolgen P, (2) ya II(@- c)) , Qn(z) pri II«@-s),n=1,2,. 


worin P„(z)/Qn(z) den n-ten Näherungsbruch von 0) bedeutet, auf ie: IRRE 


el u r3 2 Bro Erz 
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Punktmenge der erweiterten z-Ebene, welche mit der Punktfolge (3) {c}, (i=]1, 2,. *) 
punktfremd ist, gleichmäßig konvergieren. Zu bestimmteren Aussagen gelangt Verf., 


wenn er außer (1) noch Voraussetzungen über die Folge (3) macht. Insbesondere 
n 


n 
wird noch bewiesen, daß die beiden Funktionenfolgen Po | II- c), On) / II); 
; i=1 


e i=1 
n=1,2,..., auf jeder beschränkten Punktmenge der z-Ebene gleichmäßig konver- 


=> = “ D 
gieren, wenn sowohl >) 1/|c;| als auch I) |k;+1|/|esci+ 1 | konvergent sind. — Im zweiten 
i=1 i=1 


Abschnitt: seiner Arbeit wendet Verf. die erhaltenen Ergebnisse auf die Besselschen 

hen Marl ie: | _1/4@+ 2 +2)| 

„#0, —1, —2,..., und die damit zusammenhängenden Lommelschen Polynome an. 
Lammel (Prag). 


— .+:,2=# 0, v» komplex und 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Kowalewski, Gerhard: Über das neue Theorem von Obresehkoff. Dtsch. Math. 6, 
349—351 (1942). 

Verf. gibt einen neuen Beweis der von N. Obreschkoff (Abh. preuß. Akad. Wiss., 
Math.-naturwiss. Kl. 1940, Nr. 4; dies. Zbl. 24, 26) angegebenen Verallgemeinerung 
der: Taylorschen Formel. P. E. Böhmer (Dresden). 

Merli, Luigi: Sulla eonvergenza degli integrali dei polinomi di interpolazione diHer- 
mite per un particolare sistema di punti interpolanti. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Attı 
2. Congr. Un. Mat. Ital. 168—176 (1942). 

/(x) sei eine in (—1, +1) definierte stetige und einmal stetig differenzierbare 


Funktion, S,„(x) das zu den Interpolationsstellen x, = cos u ‚v=1, ---,ngehörige 


Hermitesche Interpolationspolynom höchstens 2n — 1-ten Grades, für das also 
(2) = H%,), &,(&) = f(%) 7 =]1, ---, n ist. Verf. beweist mit ähnlichen Ab- 
schätzungen, wie sie in der in dies. Zbl. 26, 211 besprochenen Arbeit angewandt wurden, 


+1 
daß ‚im 7£ |Sn(2) — f(a)|da = 0 ist. Harald Geppert (Berlin). 


1 

Alexits, Georges: Sur Pordre de grandeur de l’approximation d’une fonetion par les 
moyennes de sa s&rie de Fourier. Mat. fiz. Lap. 48, 410—421 u. franz. Zusammenfassung 
421—422 (1941) [Ungarisch]. 

Bezeichne o“”(x) das n-te (C, ö)-Mittel der Fourierreihe der nach 2x periodischen, 
stetigen Funktion /(x), bezeichne ferner 6'®(z) das entsprechende Mittel der konju- 
gierten Reihe. Man setze eo!” = Max|/(z) — o(x)| und g® — Max|/(z) — 0%(z)|. 
S.Bernstein[Mem. Acad. Belg. (2) 4, 1—104 (1912)] hat bewiesen, daßder Annäherungs- 
grad oe = 0.) mit 0<&<<1 notwendig und hinreichend ist, damit /(x) einer 
Lipschitzbedingung «-ter Ordnung genüge, für &—=1 gilt dagegen nur e®=O(logn/n), 
und es würde nicht einmal aus 0 =0O(1/n) folgen, daß f(x) einer Lipschitzbedingung 
erster Ordnung genügt. Verf. beschäftigt sich mit diesem Sprung im Bernsteinschen 
Satz und beweist folgendes: Genügt /(x) einer Lipschitzbedingung erster Ordnung, so: 
gilt 0 O(1/n) für alle 6> 0. Gilt umgekehrt 5° O(1/n) zumindest für alle 6 >1 > 
so genügt /(x) einer Lipschitzbedingung erster Ordnung. Autoreferat. 
Spezielle Funktionen : 


Veen, $. C. van: Die Berechnung der vollständigen elliptischen Integrale erster und 
zweiter Art für große Werte von|%]. Akad.Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 171—175(1942). 
Setzt man nach Legendre und Gauß die hypergeometrischen Funktionen 


7 a 
rag ia)=K@, ZF(-2,4,12)-E@) 
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und wählt 


large?|<n; 0=<v<I]; largYı — a®v = 


so empfiehlt sich zur Bestimmung von E(x) für große |x| die Identität 


E(2)=xE (2) + (- _ 2) K (2) + = sgn J(x?) Ik ee — ıE (Yı- a. 


Eine entsprechende Aussage für KX(x) war schon von L. Fuchs gegeben worden. 
(Vgl. Cours de Ch. Hermite, 1881—1882. Paris 1883, S. 191—196.) Maier. 


Veen, S. C. van: Stark konvergente Entwicklungen für die Funktionen D(k) undC (k). 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 240—248 (1942). 

Die bei Anwendungen aus der ee häufig vorkommenden vollständigen 
elliptischen Integrale 


TU 


2 


a in2 ya 
Des a ee eerrer 
yl — k? sin?» (1 — A? sin?p)? 


vw|a 


können leicht durch Ä(k) und #(k) ausgedrückt werden. Dabei tritt jedoch im Nenner 
k* bzw. kt auf, so daß für kleines k die Ergebnisse ungenau werden, wenn man die 
üblichen Funktionstafeln für X(k) und Z(k) heranzieht. — Verf. leitet direkte Reihen- 
entwicklungen für D(k) und C(k) her, deren Konvergenzstärke die der Thetareihen 
beliebig übersteigt. Auch Approximationsformeln werden hergeleitet und abgeschätzt. 
Diese Methoden gelten für kleines k. Wenn k nahe bei 1 liegt, können die Formeln 
für X(k) und E(k) aus des Verf. Abhandlung in Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 
44, 964—973, 1077—1084, 1198—1205 (1941); 45, 32—36 (1942); dies. Zbl. 26, 212 
verwendet werden. Den Abschluß bildet ein Zahlenbeispiel für k = 0,9848. 
Kropp (Waldsieversdorf). 

Peebles, Glenn: Some generalizations of the theory of orthogonal polynomials. 
Duke math. J. 6, 89—100 (1940). 

Die Jacobischen Polynome sind als orthonormierte Polynome zur Belegungs- 
funktion o()=(z -a”(b— af, «>—1, B>-—1 in (a, b) definiert; e(x) 
genügt der Pearsonschen Differentialgleichung (1) o’(z)/o(x) = (Ar + B)/M (x), 
M(«)=(z—-a)b— «)=(02°+Dx+E, der auch die Belegungsfunktionen 
o(z) = (x — a)*exp(-Px) bzw. o(z)=exp(—axx2-+ fx) der Laguerreschen und 
Hermiteschen Polynome a linearem bzw. konstantem M(x) genügen. Die Polynome 


(2) =1, m(r) = o(?r)” D- [o(2) M(x)"] (2) erfüllen für alle Lösungen von (1) die 


Orthogonalitätsbeziehung / O(Z)qm(z)m(2)dEr=0, mn, solange dieses Integral 


einen Sinn hat. a den Integralen 
(8) 1n= [te - a6 — aPqnlarde 
a 


besteht, falls q,(2) = &n2" + Paa""1+ --- ist, die Beziehung 
J2 _ R&[ABD — A®E — B2C + (D? — 4EC)(A £ a 
IE &n-1[A + (2r + 1)0][A + 2nC] | 
die die Möglichkeit einer rekursiven Berechnung von J,„ aus einem willkürlichen Jo 
und damit einer Pseudonormierung der q,(x) auch dann eröffnet, wenn das Integral (3) 
nicht existiert (z. B. für «<= —1, B=<-1); u ()=JI mar +bnari+-- 
genügt dann der bekannten Rücklaufformel und der Christoffel-Darbouxschen Identität 


DI nen!) = — Pr. 
k=0 
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Die letzte Summe läßt sich nun mit der entsprechenden Summe bei Orthogonalpoly- 
nomen, deren Belegungsfunktion sich von 0(z) um ein in (a, b) positives Polynom als 
Faktor unterscheidet, in Verbindung bringen; was für a<—1,ß=-—1den Über- 
gang zur Belegungsfunktion (2 — a)"tR.(b— aytt a+h>—|1, Pr 
gestattet, der zu den orthonormierten Jacobipolynomen P„(2) führe; ist ‚noch 
&+ß-+-2,—3,..., so läßt sich nach obigem Verfahren ein pseudonormierter 
Orthogonalsatz Q,(x) zur Belegung (x — a)*(b — x)® finden und sogar eine Aussage 
über Funktionsentwicklungen nach den Q,(z) machen: Ist (2 — a)*(b — x)Pf(x) und 
(x — a)*=h(b — a)P-kf(x)? in (a, b) integrierbar, und setzt man 


n b 
Sn) = Pit) [(t — a) +6 — SP +#Pi(e)ilddt, 
i=0 a 


n d 
(2) =D la) [lt — a) lb — PA) MHdE, 
i=0 a 
so gilt lim (S,(2) — »(2)) = 0. — Der zweite Teil beschäftigt sich mit Belegungs- 
n>&X 


funktionen o(x), die nicht notwendig festes Zeichen in (a, 5) haben, und für die 

b 

[ o(z2)d&z + 0 ist. Ein bezüglich o(z) orthogonaler Polynomsatz q,(2) heißt dann 
b 

Bocnierk wenn f o(z)q(2)?dx = +1 ist. Beginnt er mit q,(2) = Kkonst., so hat q,(2) 


a 

den effektiven Grad n. Mit beliebigen Punkten r, --- r, aus (a, b) bilden wir nun die 
Determinante Qy,m (rl? rl), nn +. +m=n—m—k+1 mit den Zeilen 
(Wales ln, Bab..,.6, 9 =0,122,0,.,Man kannden, 0 
stets so wählen, daß für alle n: Qn4m-ı,n (ti, ...,7%®) #0 wird. Dann enthält 
Onımn (29, rw, ...,rf®) den Faktor (2) = (2 — rı)"*!... (2 — ry)”**!, und durch 
m (&) pn (X) = An On ım,n (a9, ri, ...,rf®) mit beliebigen Konstanten A, wird ein durch 
passende Wahl der A, leicht zu normierender Orthogonalsatz von Polyuomen ?,(x) zur 
Belegung o(2)r,„(x) definiert. Die oben gekennzeichnete Wahl der r, ist notwendig 
und hinreichend für die Existenz dieser p,(x), falls die q„(x) für alle n existieren. — 
Für o(2)>0 weiß man, daß q„(2) in (a,b) n einfache Wurzeln besitzt: für zeichen- 
wechselndes o(z) bilde man die Wronskische Determinante W(x) = |d.;(z)| 
(=0,...,m; k=0,...,m), sie hat für ungerades m keine reellen Wurzeln, für gerades 
m hingegen genau n einfache, in (a, b) gelegene, reelle Wurzeln. Harald Gepnert. 


Sansone, Giovanni: I polinomi di Hermite e di Laguerre eome autosoluzioni. (Bo- 
logna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 126—127 (1942). 
Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 23, 121 besprochenen Arbeit. Harald Geppert. 


Bailey, W. N.: On Hermite polynomials and associated Legendre funetions. J. Lon- 
don Math. Soc. 14, 281—286 (1939). 
Es sei, in der Bezeichnung von Ferrers, 


2m)! = 
Pla) = Gar (dB, (nn + 2m + 1;m+ 1,154) 


die zugeordnete Kugelfunktion mit den Indizes n + m und m; es seien n und m nicht 


negative ganze Zahlen, und es seı u = —, Dann wird für große Werte von m 


Dmen 


Nato (2) asymptotisch gleich 


wobei H„(x) das n-te Hermitesche Polynom bedeutet. Aus verschiedenen Relationen 
für die zugeordneten Kugelfunktionen lassen sich nun eine Reihe von schon bekannten 
Relationen für Hermitesche Polynome durch den Grenzübergang m — oo herleiten. So 
liefert die Formel 
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El 
fa ws; een n Din (4) Pa) I Porm(u)du 
= 
+1 
_. s!(& + m)! (29, + 2m)! -.- (2p, + 2m)! en ; 
(28 + 2m)! 2re dpi... D!lpı + m)... (p, + SR [Pemtu)Pdu 
—1 


gl 
(+ m)!(s + 2m)! @pı. + 2m)! 
ZmW-D-idg t2mH+)! pi! (pı + m)!’ 
t=1 


inders=p,+Ps + :-: + p, gesetzt ist, durch Grenzübergang m — oo die Formel 


+00 

fe" H,(«) H,,(«) ... H, (a)da = Yn2%s! (mit e-”. H,(z) = (—1)" - ee): 
Mit Hilfe von Formeln von J. Dougall [Proc. Edinburgh Math. Soc. 37, 33—37 (1919), 
Formel 3]; W. N. Bailey [Proc. Cambridge Philos. Soc. 29, 173—177 (1933); dies. 
Zbl. 6, 398] werden weitere Formeln für die P7, „ abgeleitet, aus denen sich Resultate 
von I. W. Busbridge (dies. Zbl. 21, 124) und E. Feldheim (dies. Zbl. 18, 213) für 
die Hermiteschen Polynome ergeben. W. Magnus (Berlin). 


Belardinelli, Giuseppe: Su una espressione asintetica dei polinomi di Hermite. 
(Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 105—111 (1942). 

Die Hermiteschen Polynome mit dem höchsten Koeffizienten 1 lassen sich in die 
Form bringen: 


Bel) (1, 2n) le \ R)® (1,2r+1) i 3er 
H;„(2)= gr (1,n) «K(-n, 3° z); Han+ı(©)= Ir (1, „> Ela, 3’ 7) 
mit = nn 

KaBDa-1+ N 5 BOARD (h+k—)). 
n=1 
Da -1TA-a)T(ß) 


Ka Ba) N Penetde, MB >0 
L 


ist, wo Z eine von 1 ausgehende, den Nullpunkt einmal positiv umschlingende Schleife 
bedeutet, liegt es nahe, die asymptotischen Gesetze der Hermiteschen Polynome 
für n — oo aus den auf Integrale der Form 
(bs E4 

era or snterdt, &% >00 

Lo 
bezügliehen Ergebnissen von O. Perron [J. reine angew. Math. 151, 63—78 (1920)] 
abzuleiten; L’ bezeichnet dabei eine Schleife, die von der unteren Halbebene aus- 
gehend die reelle Achse zwischen 0 und 1 durchsetzt, und über oo geschlossen ist. So 
erhält Verf. für reelle x die in n asymptotische Darstellung: 


H;.()= es ae e* loos2/ u 0) ; 


| t : de 
1% (, 22 +1) 2 (@ \-3,[_ 1/2 f2 N 
Bunt) De an) Fallen 3) + all 
Dies ist ein Beispiel für die Fruchtbarkeit der vom Verf. schon früher (vgl. dies. Zbl. 


14, 20) angegebenen Darstellung der Hermiteschen Polynome als Funktionale mit 
einer hypergeometrischen Funktion als Kern. Harald Geppert (Berlin). 


Mineo, Corradino: Su una formula integro-differenziale relativa alle funzioni di 
Laplaee. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 2, 944-947 (1941). - 

Soient P(@,, 9.) et M(0, 9) deux points sur la sphere o de rayon un et designons 

par y l’are PM du grand cercle et Y„(0, 9) = Y„ la fonction de Laplace d’ordre n. 


a ar 
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L’A. d&montre la formule nouvelle 


f j or" 
[|ve —Y. + (in 000, cos(p — 93) — c0s0sindı) Zur 
Ban sind sin(p — 9%) dLy don —- IrnY® 


sind, © 90 | (2 — 2 cosy)®? 
ou YV = Y„(0,, 90), dom = sinOdOdy est l’element de o. N. Obreschkoff (Sofia). 
Rice, S. 0.: Some properties of gFg(—n,n +1, 5; 1,p;v). Duke math. J. 6, 
108—119 (1940). 


Verf. betrachtet im Anschluß an frühere Arbeiten von Bateman und Pasternack 
die hypergeometrische Reihe: 


_ Stone + 1,0), 2 2 ng e 

sP Fan 0) („),=ola + 1) («+r 1)° 
r=0 

Es wird angenommen, daß p keine negative ganze Zahl ist, während n eine positive 

ganze Zahl darstellt. Zunächst werden einige Integraldarstellungen für die obige 

Funktion angegeben sowie bestimmte Integrale, welche diese Funktion im Integranden 

enthalten. Als Beispiele seien erwähnt: 


mE ED fer getan 1222er; 


Fe To Bmi, 
1 
JB . 
Pl — 20) = pop PUT RC Dont, 


0 


wo L von $ — ioo bis $ + soo läuft. — Hierauf betrachtet Verf. Ausdrücke für un- 
endliche Summen, deren Glieder Funktionen obengenannter Art enthalten. Als Bei- 
spiele seien erwähnt: 


= rl 49; Au 2]; 
n=0 
Den +00) = Ft 10:7). 
n=0 


Zum Schluß behandelt Verf. das Verhalten der Funktion für große Werte von n. 
M.J.O. Strutt (Eindhoven). 
Meixner, J.: Umformung gewisser Reihen, deren Glieder Produkte hypergeometri- 
scher Funktionen sind. Dtsch. Math. 6; 341—349 (1942). 
Das Integral 


Ic(2ı» 22, 23, 245 Pı» Pa» Pa, Pa) = Gt — 2z)Pı(t — 2g)Pa(t — 2,)Ps(t — 2,)Pedt, 
c 


erstreckt über einen,. durch keinen der 4 Punkte z,; gehenden, geschlossenen Weg 
auf der Riemannschen Fläche des Integranden und als Funktion jeder der Ver- 
änderlichen 2; betrachtet, ist durch hypergeometrische Funktionen darstellbar, wenn 
Pprıtmrt+tPp+m+2=0 ist. Die Abbildung f 
_Pu+Q 


1 “ 1 H Bi, y S2— 
i= Ruyg mit C>C' ergibt Ic(z; p)=[PS— RQ] ] ] (Fi Rajele (in). 


il 
Aus der Identität . 


Ude) Head NE = A) - + Bi) lr—U) 


(A, 2, Z linear, B quadratisch gebrochene Funktionen von s), die zur k-ten Potenz er- 
hoben und beiderseits nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt wird, ergibt sich: 
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NIt-Ae-d) »-2)(&a- u) 
> er k 1 e 2/7 \ 2 
az rd (2) s aaa al 


— [B(t — z)(t & rd () E ei E = a” 


woraus durch Integration folgt: 


Sergsassar 


= 


(e- zPtnle — rle Zr 2jPat 
x$e 2) para — m rt — L,)"(t — Q)mdr 

I) )2*- hu apt-an ke — zPetn(e — aPli — a)e-ndi 
Khan (e — jun klz — Cyrtn(e — yulr — rar. 


Hierin bedeutet J’ eine zu C analoge Kurve in der 7-Ebene. Die Integrale in dieser 
Gleichung sind durch hypergeometrische Funktionen ausdrückbar, falls 


PrtrpRtmtmtr2=I Hmm +m+2=0 
und entweder 
a) 9, =0, m=0 oder b)p,=0, m=k odr c)m=k, m=k 
wird. Diese 3 Fälle, die sich noch durch spezielle Annahmen für die 2; und £; verein- 
fachen lassen, werden unter Zugrundelegung spezieller Integrationswege weiterverfolgt, 
auch in bezug auf den Konvergenzbereich, und liefern eine Reihe von interessanten, 


z. T. schon bekannten Spezialfällen. Die Anwendung auf Polynome, die eine erzeugende 
Funktion der Gestalt 


oW- Ir nit /0)=]l, —Zeirrfr ı=0, 


haben, ergibt u. a. die ern der Bilinearformel für diese Polynome. Vgl. 
J. Meixner, J. London Math. Soc. 9, 6—13 (1934); dies. Zbl. 8, 162. 
Volk (Würzburg). 
Cooper, J. L. B.: The Fermi-Dirae funetions. Philos. Mag., VII. s. 30, 187—189 
(1940). ae 


k 
Wird Fl) = f a mit R(k) > —1 durch eine zweiseitige Laplace-Trans- 
; i 
T(k+]1) 7 


formation in er ae übergeführt, so kann ihre Regularität in k — bis 


auf die Pole von I’(k + 1) — sowie ihre asymptotische Entwicklung 
je+1 F, 2(2m-ı -1)Bnm® 1 
+ EHE + 02 Em TR- m +3) 


ri Zm)!I(k — 2m +2) em 
aus der entsprechenden Umkehrformel aiche festgestellt werden. v. Stacho. 
Funktionentheorie: 
Boas jr., R. P.: Entire funetions bounded on a line. Duke math. J. 6, 148—169 
(1940). 


L’A. donne d’abord une d&monstration nouvelle de ce th.I: Une fonction entiere 
du type exponentiel k <  telle que |/(n)| <KX pour n=0, +1, +42, ... est bornee 
sur l’axe r&el (Cartwright, ce Zbl. 13, 358). Il montre (comp. Whittaker, ce zbl. 12, 
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155) que si (*) f@) =[e*'da(t), ou a(t) est & variation bornöe, on peut &crire 
Be: RS 
sinstz > (—1)" f(n) sin[(r — k)(z — n)] 
2e5) f(@) 2 a(n k) “u I (2 ER n)® ’ 


et &tablit que si f(z) verifie les hypoth&ses de I, c’est la limite d’une suite uniformement 


convergente de fonetions de la forme (*). Donc (**) vaut pour /(z) et le th. I en resulte. 
+ co 


L’A. donne aussi des bornes pour des integrales de la forme [Ira)|paß(z) oap>l 


et oü f(x) est non decroissante et ß(z + 1) — (x) <B<o, ce qui contient des 
rösultats de Plancherel et Pölya (ce Zbl. 16, 360). Il generalise I sous cette forme II. 
Si f(z) est entire du type exp. k<retsilf(A )|<SK,n=0, +1,..., les A, etant 
reels et |, n| <= L< 1/(2n)?, |f(x)| est born&e sur l’axe reel. Il s’appuye a) sur 
une &tude de la fonction entiere @(z) la plus simple ayant pour zeros les A„ (comp. 
Levinson, ce Zbl.15, 208), qui fournit un th. d’unieite generalisant celui du Ref. 
[Bull. Sci. math., II.s. 49, 203—224 (1925), p. 204]: III. Si H(z) est entiere, si 
IA(@)|<Ker(1+|yl)-, 0<ös}, (r=|z|, y=%2), et si H(A,)=0, avec 
n-nl=6, , Any, n=0, +1l,..., H(z) est le produit de p(z) par une con- 
stante; si K est remplace par o(l) on a H(2)=0; b) sur la th£orie des series de 
Fourier göneralisees [voir Paley-Wiener, ce Zbl. 11, 16, et Boas, J. London 
Math. Soc. 14, 242 (1939)] qui montre encore que f(z2) verifiant les conditions du 
th. II peut &tre approchee d’aussi pres que l’on veut par une integrale trigonometrique 
finie. L’A. remplace aussi la condition |f(A,)|< K par d’autres plus larges portant 
sur des valeurs moyennes entre n— get n-+e’. Il donne aussi des bornes d’inte- 
grales analogues & celles relatives a A„=n; et comme application de III de&montre 
un th. de Levinson (ce Zbl. 15, 154). @. Valiron (Paris). 


@ Milloux, Henri: Les fonetions meromorphes et leurs derivees. Extensions d’un 
theoreme de M.R. Nevanlinna. Applications. (Aetualites seient. et industr. Nr. 888. 
Expos&s sur la thöorie des fonetions. Publi&s par Paul Montel. XIV.) Paris: Hermann & 
Cie. 1940. 55 pag. 2 h 

f(z) &tant une fonction meromorphe dans |2|<_, on pose Y(z) =) &;(z) (2); 


les coeffieients &;(z) sont supposes holomorphes dans |z|<o. Dans le Chap. I, en 
utilisant les resultats de R. Nevanlinna, l’au. obtient, pour r<o, 


Ten <Q+DNEN+ N z) + Nr a) + 50), 


ou S(r) est la somme d’un terme dependant seulement des fonctions &;(z) et d’un 
terme en general negligeable devant 7(r, f). On peut remplacer les zeros de f, Y— 1 
par ceux de f—a, Y—b, oü a et b sont deux constantes finies (A condition de sup- 
poser ax, — b + 0). Mais la möthode utilisee ne permet pas de remplacer les zeros 
de f, 1//, P—1 par ceux de f—a, [—b, Y— c oü a, b, c sont trois constantes finies. 
(Sur ce sujet, voir l’aut., ce Zbl. 24, 332.) — Deux applications sont esquissees dans 
le Chap. II: 1° une extensiou du th6oreme de Landau donnant une borne sup£rieure 
du rayon d’un cerele dans lequel une fonction f(z) est holomorphe et privee de z6ros, 
la fonction Y(z) correspondante ne prenant pas la valeur 1 (seul le cas Y—/0 est 
completement traite); 2° une in&galit& entre les defauts, relativement & la fonction X, 
de valeurs arbitraires (#0, oo) et les defauts de 0 et oo relativement & f. — Le Chap. III 
a pour objet l’&tude des fonctions f möromorphes dans le cercle units, y prenant n fois 
au plus la valeur 0, p fois au plus la valeur oo, et pour lesquelles Y prend g fois au 
plus la valeur 1. Supposant que a; est depourvue de zeros et que /|<M sur un 
ensemble E de points situ&s dans |2| < 0,5 et ne pouvant ätre enfermes dans des 
2e 


cercles dont la somme des pseudo-rayons est inferieure & i00° /’au. demontre que 
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(1 — |z|) log |/(z)| est inferieur & 
k(n+p+g + klog— : Sr | ..- klogM + terme dependant de |z| et des o, 
lorsque 2 est exterieur & un nombre fini de cercles dont la somme des pseudo-rayons 
ne depasse pas 2; k designe differentes constantes döpendant de I. L’ensemble E 


peut etre remplace par n + 1 points interieurs au cercle |z| < «u, la pseudo-distance 
de deux quelconques de ces Ri etant superieure & Ö; dans le cas particulier Y=f}, 
expression (1 — |z|) (1 — u) log| f(z)| est alors inferieure & 
kKin+p +9 + klegy—, near” 4 klog M + knlogy + k 

en dehors des cercles d’exclusion. Ceux-ci n Ban pas dans ie cas d’une fonction 
holomorphe. Dufresnoy (Bordeaux). 

Pieone, Mauro: Sulla definizione del logaritmo di una funzione olomorfa. Boll. Un. 
Mat. ital., II.s. 4, 87—92 (1942). 

L’aut. considere une fonction /(2;) des n variables complexes 2,,...,2,, qu'il 
suppose holomorphe et ne s’annulant pas dans le domaine A produit topologique des 
domaines 2;C A; (A; simplement connexe contenant l’origine). Laissant de cöte la 
definition de log/(z;) par ses parties reelles et imaginaires, l’auteur pose 


n 
en 1 of(z,) 

(1) q() = BPA Dar rr 
et retrouve log/(z;) en cherchant la primitive de g(z,2) par rapport & x. Note du Re£f.: 
Les enonces de l’auteur sur les solutions de (1) ou g(2;) holomorphe & l’origine y vaut 0 
ou 4 entier positif sont des cas tres particuliers de ceux connus [L. E. Picard, Traite 
d’analyse t. 3, p. 9 (3. ed. 1928)]. Pierre Lelong (Paris). 
Fastperiodische Funktionen: 

Amerio, Luigi: Sulla convergenza in media della serie Irane Ay®, Ann. Scuola 
norm. super. Be II. s. 10, 191—198 (1941). 


Eine Reihe >> {n(&) (—oe <x< oe) konvergiert gleichmäßig im Mittel auf 
=ı 


= . 
(— 00, 00) gegen F(x), wenn es zu jedem e>0 ein N, derart gibt, daß für N=N, 
und für jedes k (oo <k<oo) gilt: 
k+1 
[me Fa)’ dz<e. 


Es werden Bedingungen der angegeben, daß eine Reihe von der Form 3 anei’nz 


in diesem Sinne gleichmäßig im Mittel konvergiert. Eine ra und hinreichende 


Bedingung ist die folgende: Für ein festes s>0 strebt oje e-elz| = aye-iin(k+t2) "der 5 


gleichmäßig (in k) gegen 0, wenn Mm, N>oo. Aus diesem Kia wird eine Reihe x 
von hinreichenden Bedingungen abgeleitet, von denen pe a folgenden anführen: 


1. Es gibt ein ganzes T>0 und ein s ‚> 0 derart, daß 3 3 re. < y 
m=T n= ie 

f |a, |? Ar [a ? 2 
DI, <br und I], Ks nz „KH b=m>0, in 


n= vv 


= 41 (für jedes n) ana Zimt a < =, insbesondere A, — Ayn-1>An4ı — An >0 


ee Er er „< o.— Ist An+ı — un 6 > 0 für jedes n, so ist eine ‚e hinreichende 


1 


s 
x \ 
m x 
E R ’ RB g fi aba ZU... 
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und zugleich notwendige Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz im Mittel, daß 


> |a„|? konvergiert. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 


n=1 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


© Kamke, E.: Differentialgleiehungen. Lösungsmethoden und Lösungen. 1. Ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen. (Math. u. ihre Anwendungen in Monogr. u. Lehr- 
büehern. Hrsg. v. E. Kamke. Begr. v. E. Hilb. Bd. 18.) Leipzig: Akad. Verlagsges. 
Becker & Erler Kom.-Ges. 1942. XXVI, 642 S. u. 60 Fig. RM. 35.50. 

Das vorliegende Werk ist als Handbuch gedacht, das dem Mathematiker alles an 
die Hand geben soll, was bei der Untersuchung einer Diff,gl. vom theoretischen oder 
praktischen Gesichtspunkt aus von Belang sein kann. Da Verf. selbst seit langer Zeit 
an der Entwicklung der Lehre von den Diff.gl. hervorragend beteiligt ist, ist das Werk 
(im Gegensatz zu manchem andern „Handbuch‘) großenteils selbst erarbeitet, in einem 
Guß und mit beachtlicher Sorgfalt geschrieben und berücksichtigt das gesamte ein- 
schlägige Schrifttum bis in die feinsten Verästelungen in erstaunlicher Vollständigkeit. 
Seiner Zielsetzung entsprechend beschränkt sich Verf. im wesentlichen auf das Reelle. — 
Das Buch zerfällt in drei Teile: A. Allgemeine Lösungsmethoden. B. Rand- und Eigen- 
wertaufgaben. C. Einzel-Diff.gl. Teil A behandelt zunächst die Existenz- und Ein- 
deutigkeitssätze, die theoretischen Lösungsverfahren, Abschätzungen und asympto- 
tisches Verhalten und schließlich die elementar integrierbaren Fälle bei Diff.gl. 1. Ord- 
nung; es folgen die entsprechenden Aufgaben bei expliziten Systemen 1. Ordnung und 
die Untersuchung der stationären Punkte, die Spezialisierung auf den Fall linearer 
Systeme mit ihren Besonderheiten (Grundlösung, singuläre Stellen, Asymptotik), 
schließlich die allgemeinen Diff.gl. und speziell die linearen Diff.gl. n-ter Ordnung; 
den letzten ist entsprechend ihrer Wichtigkeit die Hälfte dieses Teiles gewidmet; hier 
behandelt Verf. u. a. die Lösung mittels Integraltransformationen, die Oszillations- 
sätze, die Näherungen bei Parameterabhängigkeit und vor allem ihre Verschärfungen 
bei Diff.gl. 2. Ordnung. Den Abschluß dieses Teils bietet die eingehende Erörterung 
der numerischen graphischen und maschinellen praktischen Lösungsmethoden. Ab- 
schnitt B enthält die Theorie der Rand- und Eigenwertaufgaben, und zwar sowohl 
die in letzter Zeit herausgearbeiteten Sätze für nichtlineare als auch vor allem die 
hochentwickelte Theorie für lineare Diff.gl. und Systeme. Gerade auf diesem Gebiete 
ist das Schrifttum so verstreut und unübersehbar, daß man die ausführlichere Dar- 
stellung dankbar begrüßt. Besonderes Interesse beanspruchen die Abschätzungs- und 
Einschließungssätze für Eigenwerte. die Näherungsverfahren zu ihrer Bestimmung und 
die Störungstheorie; die Eigenwertaufgaben 2. Ordnung erfahren eine erschöpfende 
Behandlung. Der dritte Teil © nimmt über die Hälfte des Buches ein; er enthält in 
äußerst übersichtlicher Anordnung einen Katalog von Einzeldifferentialgleichungen 
samt Angabe alles dessen, was man über ihre Lösungen bisher sagen kann, und des 
Schrifttums. Gerade für diesen Teil, der eine besonders aufopfernde Arbeit erforderte, 
wird der praktische Analytiker dankbar sein, erspart er ihm doch viel unnützes 
Suchen und Arbeit. Die weitere Ausgestaltung dieses Teils wird der Aufmerksamkeit 
der Fachkollegen empfohlen, — Im ganzen möchte man wünschen, daß diesem in der 
Praxis schon hervorregend bewährten Band bald ein zweiter über partielle Diff.gl. 
folge, der einem wirklich brennenden Bedürfnis abhelfen würde. — Zum Schluß zwei 
Druckfehler: 8.13, 3. Z. v. u. B. Mania; 8, 227,1. Z. v.o. f(x + h) statt f(© + 2h), 
und Bemerkungen: 1. das Vietorissche Schleppenverfahren zur graphischen Lösung 
von Diffglen ist recht brauchbar, aber, soweit ich sehe, nicht erwähnt; 2. bei der Ver- 
wendung des Differenzenverfahrens ($. 225f.) kann, besonders zu Beginn der Rech- 
nung, die Heranziehung unsymmetrischer Bildungen zur Annäherung der Ableitungen 
von Wert sein. Harald Geppert (Berlin). 
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Corput, J. 6. van der: On the uniqueness of solutions of differential equations. 
Akad. Wetensch, Amsterdam, Proc. 45, 136—138 (1942). 

Eindeutigkeitssätze für die Anfangswertaufgabe von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen n-ter Ordnung. — Die reelle Funktion f(x, Yı,.. ., y„) sei in der Punkt- 
menge E<z<f+to, -—oe<y,<+o,.., —o<y<+to (w positive Zahl) 


erklärt; n1,...,77n+1 seienreelle Zahlen und p(x en m». R — ie ; für je zwei Punkte 
v=0 
(2, d1, ».., Ön)s (%, Bıs ---» Bn) des Gebietes T: <a <E+to,|y -p(a))<o- 
wor " 
|y2 - pl N . [4m = PM(2)| <w gelte 
4 1)! 
(1) He ee lb — Bi; 
dann gibt es im Di ” E=<xr=<&H+e (e positiv und genügend klein) höchstens 
eine n-mal differentiierbare Funktion y(z) mit y9(z) = f(z, y(z), y’(z),... ., y"!(z)) 
in&<z=sfteun yd)=n, YO) =Ns-.., yME) = Nn+ı- — Die Bedin- 
gung (1) ist sicher erfüllt, wenn die Ableitungen f, = im Gebiete 7’ stetig sind 
n v 
Ber n-v+l 
und wenn I) Ma. ya)| nn , <] ist. @. Scorza Dragoni (Padova). 
v=1 
Buehanan, Daniel: A transformation to the normal form. Rend. Circ. mat. Palermo 
62, 385—387 (1939). 
L’A,. indica una trasformazione atta a ridurre a forma normale il sistema delle 
due equazioni differenziali del secondo ordine 


(D’—2)2—(2y2D+4y23)y=X, (2y2D—-4Y23)e+(D®—)y=Y, [D=ajaı] 
colle due funzioni incognite z(f)', y(t), con X, Y polinomi contenenti termini in x e 
y di grado non inferiore al secondo, e la cui equazione caratteristica (D?+1)?=0 
ha le radici doppie ve — v. Giovannı Sansone (Firenze). 
Sansone, Giovanni: Sulle soluzioni di Emden dell’equazione di Fowler. (Bologna, 
4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 128 (1942). 
Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 23, 318 besprochenen Arbeit. Harald Geppert. 
Caeeioppoli, Renato: Esistenza e limitazione dello spettro in un problema ai limiti 
per un’equazione differenziale ordinaria non lineare. Portugaliae Math. 3, 79—86 (1942). 
Für das Randwertproblem 


Yat+yyttiıy=0 ya)>0, y-)=yl)=0 


wird bewiesen, daß die Nenn des Parameters A die Punkte des Intervalls 


(— Sr 
(mel) 


„<eiA=-, sind, wobei = — / (1 — #) ds gesetzt ist, und daß außerdem die 


a 2; IR 


Ungleichung An < ae Dästeht, wo n=y(0) das Maximum der dem Eigenwert 4 


entsprechenden Eigenlösung ist. Diese Ergebnisse werden sodann auf die Unter- 
suchung des entsprechenden Problems für die Aug emelners Re; 

ey NAH F+ay 
angewendet, wo w eine im ganzen Raume (y, y, y") ‚stetige beschränkte Funktion 
mit der unteren Schranke 0 und der oberen = kw’ ist. Es wird die Existenz 
von Bagenwerien bewiesen, die sicher im Intervall (2w@2(k)1-?, mw” (21) 2) mit 


p(k) = fi — k(l — S))(2K(1 — 8) — Rd — 992)" $ds liegen, und der Unglei- 


var 
chung An < hrrw”(2(h — 1)l)-! genügen. Weitere Verschärfungen werden für den 
Fall gegeben, daß » nur von der Krümmung abhängt. Aldo Ghizzetti en 
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Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie : 

Ostrowski, Alexander: Mathematische Miszellen. 19. Zur integrallosen Bestimmung 
der Berührungstransformationen vom Range 1. Verh. naturforsch. Ges. Basel 52, 
35—39 (1941). 


On considere une transformation de contact, qui conduit des variables &,, 21, -.., In» 
91»: Pn aux variables Xu, X1,.., An, Pıs..., Pa, toutes ces variables etant 
liees par l’e@quation de Pfaff „ 5 
(1) dX, Rn, = e(dz - Ipde,) (+0). 
Une telle transformation impose un certain nombre de relations 
(2) DR A Br a u) ed, Eu PER 3 
entre les variables des deux espaces: s(2g, £1> - - Zn); S(Xg; X 15 - - -, An). Imverse- 


ment, ces relations sont suffisantes pour determiner une transformation de contact (1), 
sauf certains cas d’exception, indiqu&s par Lie, quand un döterminant fonctionel 
d’ordre n + k +1 s’annule identiquement. — L’A. montre que cette condition peut 
s’exprimer, dans le cas oü le nombre des relations (2) est egal & n, par le fait que (2) 
ne doivent pas se reduire & la forme separable F,(X,) — ı(z,)=0,(A=1,2,...,n) 
ce qui constitue une condition beaucoup plus simple et expressive, que celle de Lie. 
@. Vranceanu (Bucuresti). 

Ostrowski, Alexander: Mathematische Miszellen. 20. Über eine Klasse von Be- 
rührungstransformationen. Verh. naturforsch. Ges. Basel 52, 40—43 (1941). 

On cherche & determiner les transformations de contact homogenes de la forme 


Kerl: Pr Di AA Dre 
ce qui revient & choisir X,, ..., X, de fagon qu’il en existe des fonctions 
P,(&5 -:-, ins Pi: ---> Pu), Verifiant l’&quation 


DS’ P,dX, —N p,da,. 
v=1 


v=1 
On trouve que tuuces ces transformations sont donnöes par les formules 
X, = 9% + Zu.) P,=9,:9, (2 + T,.) 
oü 9, sont des fonctions arbitraires, continues et une fois derivables et 7 est une 
fonction homogene de degre un, des variables p,,..., 2„, deux fois derivable. 
@. Vranceanu (Bucuresti). 

Ostrowski, Alexander: Mathematische Miszellen. 21. Über eine Klasse von kanoni- 
sehen Transformationen. Verh. naturforsch. Ges. Basel 52, 44—48 (1941). 

L’A. montre que toutes les transformations de contact de la forme 


ae Il: 04, 20, Da Du Bla a Pre) 
sont donnees par les formules p 


X, = 9, (Pr; %, + T,); r=[ 


ou U est une fonction derivable des variables X,,..., X,, T une fonction deux fois 
derivable des variables p,,...,?„ et @, une fonction deux fois derivable, la derivee 
par rapport & x, n’etant pas nulle, dans le domaine d’existence de la transformation 
de contact. @. Vranceanu (Bucuresti). 
Vessiot, E.: Sur les &quations aux deriv6es partielles du second ordre, F(x, y, 2, 
P, 9,r,5,t) = 0, integrables par la methode de Darboux. 2. J. Math. pures appl., IX. 
s. 21, 1—66 (1942). 
„Ce travail fait suite au M&moire du m&me titre (ce Zbl. 20, 301) oü l’on considere, 
par la methode des faisceaux infinit6simales, les &quations aux deriv&es partielles du 
second ordre (1) F(z, y,2,9,9,r,8,1)=0, & familles de caracteristiques distinctes, 


Gr + Ur, 


Pr x, 


integrables par la methode de Darboux, chaque famille possedant deux combinaisons 
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integrables du premier ordre (contenant x, Y, 2, P, 9), ou du second ordre. L’&quation (1) 
pössdde une integrale generale explieite, si chaque famille possede une combinaison 
integrable du premier ordre, de fagon qu’elle peut ötre reduite, par une transformation 
de contact, & la forme (2) s=A(z, y,2,p, q) et le faisceau correspondant s’scrit 


ei meraL of 5, of z of of of of 
z 0x 2% Da, +45 Dr, uq 2 t43 ao: Or’ 0b 


L’un des sousfaisceaux singuliers est X,=Xf-+ YA er Eis dr? Y’autre s’obtenant 


en changeant r avec tet X avec Y. On montre qu’il en existe douze types (2), (dont 
trois sont des &quations de Laplace) distincts par rapport aux transformations de 
contact, dont chaque famille de caracteristiques a un invariant du premier ou du second 
ordre. L’integration de chaque type s’obtient par l’emploi des &quations finies du 
groupe parametrique de la structure correspondante. On montre aussi la relation qui 
existe entre ces douze types (2) et les onze types (2), invariants par rapport aux trans- 
formations ponctuelles = x(x), Y=Y(y), 2=2(z, y,2), consideres par Goursat. 
@. Vranceanu (Bucuresti). 


Fantappie, Luigi: Risoluzione in termini finiti del problema di Cauchy, con dati 
iniziali su una ipersuperfieie qualunque. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 2, 948—956 
(1941). 

Lösung des Cauchyschen Problems für normale lineare partielle Differential- 
ner beliebiger Ordnung im (n + 1)-dimensionalen Raum 


Orntrt* "+trnz 
+ > | Ayırı.. = (ag, 213... 7); (rn <m, HrhT trasm) 


.r 
= Od. Oro... dar 


mit konstanten Koeffizienten a,,,, ...„, und analytischem rechtem Glied /(2,, %1; -. ., Zn); 


wobei die Anfangswerte für E (r=0,1,...,m— 1) auf einer beliebigen nicht 
% 

charakteristischen Hyperfläche x, = y(2,, 23, ..., 2,) gegeben sind. Die Lösungs- 

methode ist die vom Verf. ersonnene und von ihm schon oftmals angewandte (vgl. z. B. 

dies. Zbl. 8, 160; 17, 210—211) des Operatorenkalküls im Bereiche der analytischen 

Funktionale. @. Cimmino (Bologna). 


Badesco, Radu: Sur un proc&ed& mixte pour rösoudre des problemes de Cauchy et 
de Goursat relatifs ä l’&quation des telegraphistes. Enseignement Math. 38, 231—241 


1 ev ev 
Es ist die Gleichung (1) ST Wera. 7 Ban V’=0 mit den Randbedingungen 


(2) V (2,0) = A(z), (z, 0) = B(x), O<a=xz=b zu lösen, wo A(z), B(2) Vor- 


gegebene, außerhalb (a, b) verschwindende Funktionen sind. Verf. N von einer 


a I«,t)= ai R,„(x) aus, findet daraus Ra, (x)— > ) Rer-20 (x), 


Ra, + 1(%) - Il ET (2) und wird daher auf den ae 
i=0 


R,(a) = fi K,(u) cos(zu)du, Rıle) = fi K,(u) sin (zu)du 
geführt, dem die EEE was 
Ka) = 1:6) cos (eyu2 — 1) cos(zu) du. +/K, (u) sin (t ye—ı) sin(zu)du 
entspricht; klare sind K,, Kı ganze Funktionen, die sich aus 
[Kot DEE [Key =i ee) 


Zentralblatt für Mathematik. 26. 21 


E 
“ 
{! r 
We 


iur 
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bestimmen. — Die Gleichung a . n — W mit den Bedingungen (4) W (x,, 9) = A(y), 
W(z,y,) = B(x) löst Verf. Anhänhet in ähnlicher Weise durch den Ansatz 


Wa, y)= DIR Ruta), der zu 
n=0 z ( ya 
x— x 
Rule) = li KRutgdt + Dy Rita) ER 
%o i=1 
führt; insbesondere ergibt sich für die Lösung von (3) mit den Bedingungen 
W(x,, %) =W(z, %)=— B(x,) der Ausdruck (z, yJ=—B(x,)- Tea 2) W)- 
Wäre z y) in Taylorreihe entwickelbar, so fände sich R„(z2,) = A®(y,), und dies 
legt die Lösung von & in der Form 


Fay)=4y) [ D @ A 1 Al)dt+ Bla)+ fe > e= re Bit) dt 


vn=1 n=1 
nahe; damit sie (4) befriedige, ist ihr W,(z, y) hinzuzufügen. Gestatten A(y) oder B(x) 
integrierbare Ableitungen, so läßt sich die Gesamtlösung noch weiter zusammen- 
ziehen. Harald Geppert (Berlin). 
Platone, Giulio: Integrazione della elassiea equazione delle onde eilindriche genera- 
lizzate mediante il metodo dei prodotti funzionali proiettivi. Rend. Mat., Univ. Roma, 
V.s. 3, 28-36 (1942). 
Lösung ind Cauchyschen Problems für die partielle Differentialgleichung 
aa Ges er Ein (zo; %ı, %) mit den Anfangsbedingungen u— s: —=0 auf einer 
Fläche % = Y(X,, 2) mittels der Fantappieschen Methode der analytischen Funktio- 
nale. Die Lösungsformel hat eine von der Volterraschen verschiedene Gestalt. 
@. Cimmino (Bologna). 
Titehmarsh, E. C.: On expansions in eigenfunetions. J. London Math. Soc. 14, 
274—278 (1939). 
Die Differentialgleichung 
(1) 


ist zu lösen mit den Bedingungen h 
(2) imy@y)=0, (4>0,; Imymd)=ya, (<zx<a). 


Unter der Annahme, daß via, t) und alle ihre Aiuree für {> oo von der Form 
Hr sind, wird die Fouriertransformation 


6? 


= 


| 


— 


| 


| & 
Se 
& 
S 


e 


© 
% 
& 


i 


a | You Wien ee De RE: 


angesetzt und für Zen Be 


Act 
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umgestalten. Der springende Punkt ist der Nachweis, daß diese Lösung die zur An- 
wendung von (3) vorausgesetzten Eigenschaften besitzt und (2) erfüllt. Dazu schätzt 
man den expliziten Lösungsausdruck (x, w) = Cw-1+0(|w|-®?) ab und gewinnt 


damit aus (4) p(z,)=O(1),t>0; y(z,t)=O(exp(— at)),t>oo, während SEO: 00) 


ist; dies genügt zum Nachweis, daß die mit (6) gebildete Funktion (3) die Gleichung (4) 


: : 1 5 : 
mit der rechten Seite — 7 y(x) erfüllt, womit (2) bewiesen ist. Vgl.auch die Noten des 
Zn 
Verf. in dies. Zbl. 24, 117, 118. Harald Geppert (Berlin). 


Bleuler, Konrad: Sur la variation d’un corps & potentiel stationnaire. C. R. Soc, 
Physique Geneve (Suppl. aux Arch. Sci. Physiques etc. 23) 58, 220—221 (1941). 

Eine gegebene Masse soll homogen auf ein derart veränderliches ebenes Gebiet 
verteilt werden, daß das entsprechende logarithmische Potential außerhalb des Gebietes 
unverändert bleibt. Diese Aufgabe führt zu einer analytischen Bedingung für den Rand 
des veränderlichen Gebietes, welcher als Niveaulinie einer unbekannten Funktion 
betrachtet wird. Für die Bestimmung dieser Funktion kann man sukzessive Annähe- 
rungen aufstellen; die Konvergenzfrage bleibt jedoch offen. @. Cimmino (Bologna). 


Variationsrechnung: 


Threlfall, W.: Le calcul des variations global. Enseignement Math. 38, 189—208 
(1942). 

In diesem 1938 gehaltenen Vortrag entwickelt Verf. hauptsächlich an Beispielen 
die Gedankengänge der „Variationsrechnung im Großen“, die er zusammen mit 
H. Seifert unter dieser Überschrift (1938; dies. Zbl. 21, 141) ausführlich dargestellt 
hat. E. Schulenberg (Berlin). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Gevrey, Maurice: Sur un proc&d@ de rösolution, dans le plan, du problöme aux 
limites lin&aires le plus general relatif aux &quations integrodifferentielles du type ellip- 
tique. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 206—208 (1942). 

Kurzer Hinweis auf eine Methode für die Zurückführung des im Titel genannten 
Problems auf eine Fredholmsche Integralgleichung. Das Problem, bei etwas einschrän- 
kenderen Voraussetzungen über die Randbedingung, wurde vom Verf. mittels einer 
Methode desselben Typus schon behandelt (dies. Zbl. 26, 122). @. Cimmino. 

Rios, Sixto: Über die Singularitäten des Laplace-Integrals. Portugaliae Math. 3, 
110—114 (1942) [Spanisch]. 

Appliquant un thöoreme de V. Bernstein (Legons sur les progres recents de la 
theorie des series de Dirichlet, Paris 1933; voir ce Zbl. 8, 115) et un de ses rösultats 
ant£erieurs sur les singularites des fonctions f(s) definies par des integrales de Laplace- 
Stieltjes (voir ce Zbl. 14, 300), ’A. montre qu’il existe des /(s) qui n’ont pas de 
singularites sur la demi-droite limitant le demi-plan de convergence. I] donne un 
exemple effectif simple, et un autre exemple oü l’integrale est prise au sens de Rie- 
mann (Ce qui donne une reponse & une question posee par Doetsch [Theorie und An- 
wendung der Laplace-Transformation, Berlin 1937; ce Zbl. 18, 129]). Il montre aussi 
que, si la fonction gen£ratrice a pour periode &, le produit (1 — e”*®)f(s) est, une fonc- 
tion entiere. @. Valiron (Paris). 

{ Amerio, Luigi: Sulla trasformata doppia di Laplace. Atti Accad. Italia, Mem., 
VI. s. 12, 707—780 (1941). 
Gegenstand der Arbeit sind die Abbildungen 


EM jerrr-wr, ydrdy, (2) Lu )=| [er WR@, ydzay. 
. 00 —o0 —oo er 


Verf. ermittelt zunächst ihre Konvergenzgebiete, beweist, daß sich in ihnen die durch 
(1) und (2) erklärten Bildfunktionen f(p, g) analytisch verhalten, und gibt deren Teil- 
Ä \ 31* 
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ableitungen an. Dann überträgt er auf (1) den Abelschen, bei Potenzreihen gültigen 
Stetigkeitssatz [in Fußnote ®) auf $. 717 lies p. 47 statt p. 41]. Weiter stellt er fest, 
wie eine Vermehrung von x und yin F(x, y) um Festwerte a und b auf /(p, q) wirkt. — 
Für die Faltung gibt er zwei Ansätze, einen „flächenhaften“ 


(3) FxB@y)=/[ [F&mMRrle— &y—n)didn 


und einen ‚„achsenhaften‘“, der sich auf eine mit der x-Achse den Winkel & bildende 
Achse bezieht, es 
(4) @4%* F(x, y) = [G(r)F(@ — TC08%&, y — Tsina)dr. 


Besonders wichtig ist der Fall, daß in (3) F, und F, für ©<0, y<<O verschwinden, 
und daß in (4) F(zx, y)=0 ist für &<0, y< 0 und @(f) =0 fürt<0;0<a<7. 
Es gelten dann die Faltungssätze 

SF, *R)=&%ı(F)&rlP), ra“ * F) = g(pcosa® + gsina)Lır(F) 


mit g(s) = 1 e-s!@(t)dt, — und entsprechende für 2. Verf. wendet sich nun zur Um- 


ö 
kehrung der Abbildungen (1), (2) und beweist unter passenden Annahmen die Formel 
h+ioo k-+ioo 


(5) F(e, y) = on jet ip, Ddpdg. 


—ioo k-io 


Ist die einzige Annahme die unerläßliche Abbildbarkeit von F, so gilt fast überall statt 


(5) wenigstens : h+ioo k-+ico Be 
F(z, y) = li errll ik paray ii IV ANETTE 
N er ee le 222 


wo o und o gleichzeitig —0 streben, aber so, daß 9 "!<o0 !<d9,wod>=1. Hieran 
schließt sich ein Eindeutigkeitssatz. — Weiter gibt Verf. das Seitenstück des Satzes 
von Lerch und einer Formel von Phragm£n an; das zweite lautet für 2>0, y>0 
bei reellen 9, q 


zy 
(6) F(E,n)d&dn = „li 
If a er 


Mit Hilfe von (6) schätzt Verf. eine Funktion /(p, g) ab, deren Urbild eine Nullfunktion 
in einem Streifen ist; dies ist das Gegenstück eines auf die einstufige 2-Abbildung be- 
züglichen Ergebnisses von Picone (s. 8. 720 des in dies. Zbl 24, 23f. besprochenen 
Buches). — Auf die Doktorschrift von D. Voelker (dies. Zbl. 24, 210) und dort an- 
geführtes Schrifttum nimmt Verf. nicht Bezug. Koschmieder (Graz). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Fortet, R.: Remarques sur les espaces uniform&ment convexes. Bull. Soc. Math. 
France 69, 23—46 (1941). 

Exposition detaill&e des resultats annonees d&jä dans une Note aux C. R. Acad. Sci., 
Paris 210, 497—499 (1940) (voir ce Zbl. 23, 130). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Ficken, F. A.: Cones and veetor spaces. Amer. Math. Monthly 47, 530—533 (1940). 

Im R„ werden die linearen Vektormannigfaltigkeiten durch 0 mit einem festen 
Kegel C durch O geschnitten und als Vereinigung dieser Schnittmannigfaltigkeit mit 
geeigneten bez. C positiven bzw. negativen Mannigfaltigkeiten dargestellt. Köthe, 

Bohnenblust, Frederie: A eharacterization of eomplex Hilbert spaces. Portugaliae 
Math. 3, 103—109 (1942). 

L’A. prouve le th. suivant: Soit Z un espace de Banach complexe, tel que, 
pour tout sous-espace vectoriel de E & deux dimensions complexes, il existe une pro- 
jection de norme 1 de l’espace entier sur ce sous-espace. Alors, la norme |x|| de Z 


1, oo 
—I)r+tr | 
EMPFHNIV (mp, ng). 
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s’obtient & partir d’une forme bilineaire hermitienne 4 (x, y) par |a|?= H(x, x) (autre- 
ment dit, E est un espace de Hilbert complexe, separable ou non). Le th. analogue 
pour les espaces de Banach r&els a &t& d&montre par 8. Kakutani (ce Zbl. 22, 150) 
et R.S. Phillips (ce Zbl. 24, 414). D’apres des proprietes connues de l’espace de 
Hilbert, on peut se ramener & d&montrer le th. lorsque Z a trois dimensions com- 
plexes; la question appartient donc essentiellement & la g&ometrie des espaces & un 
nombre fini de dimensions, et la dem. de l’A. fait un usage essent’el des proprietes 
particulieres & ces espaces (locale compacite, proprietes des corps convexes, th&oreme 
fondamental de la geometrie projective complexe). J. Dieudonne (Nancy). 

Julia, Gaston: Sur les projeeteurs de l’espace hilbertien ou unitaire. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 214, 456458 (1942). 

Soient M, et M, deux varietes lineaires fermees dans l’espace hilbertien, P, et P, 
soient les projecteurs correspondants. Une condition necessaire et suffisante pour que 
P, et P, soient permutables est que le compl&ment orthogonal de l’intersection M,-M; 
relatif aM, soit orthogonal & celui relatif a M,, c’estä dire WM —Mı- ML MM Ma. 
Une autre condition est que la transforme&e par P, de la variete M, doit &tre contenue 
dans M;: PAM,EM,. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Silberstein, Ludwik: Differential operators acting as integrators. Philos. Mag., 
VII.s. 29, 586—600 (1940). 

Soit f(x, y) une fonction de deux variables; soit V?/=f,+f/, son laplacien; 
soient Q,f et ®,f les fonctions respectivement egales, au point (x, y), aux valeurs 
moyennes de / sur la circonference et sur le cercle de centre (x, y) et de rayon a. L’A. 
exprime les operateurs (2, et ®, en fonction de l’operateur V? — les expressions donnees 
sont exactes, bien que la demonstration soit fausse —: 

(1) „= Jlal), 2) D,=2[J,laV)iaN}, 

oü Jet J, sont les fonctions de Bessel d’ordres O et 1 — les seconds membres sont bien 

des fonctions de F?, puisque ce sont des fonctions paires de iaV — L’A. applique la 

formule (1) & quelques fonctions simples du type /(r), ou r est la distance & l’origine: 

en choisissant f{r) =r, il obtient un d&veloppement de 4/r en serie num£rique; en 
Te 


choisissant f(r) = e* il obtient un developpement de j. e+?2sinadx en serie num£rique; 


la valeur moyenne de J(r) sur une circonference de rayon a et dont le centre est & une 
distance b de l’origine est J(a)J(b). Dans le cas des fonctions de 3 variables, les for- 
mules analogues & (1) et (2) sont 
2,=sh(aV)V et D,=3(aV chaV — shaV)(aV)-?. 
J. Leray (Paris). 
Praktische Analysis: = 

® Luvini, Giovanni: Tavole di logaritmi a sette deeimali. Torino: G. B. Para- 
via & Co. 1941. VIII, 368 pag. Lire 12. 

Auf engem, handlichem Raum eine siebenstellige Logarithmentafel zu geben, 
ist nur möglich, wenn man auf die Wiedergabe der vollen fünfstelligen Numeritafel 
verzichtet, Verf. beschränkt sich auf den Raum 1—20000, so daß für die Zahlen 
20000--99999 die Tafel 2000-—-10000 mit der Logarithmendifferenz < 2171 heran- 
gezogen werden muß; auf bequeme Anordnung der Proportionaltafeln gleich neben den 
Logarithmen ist Wert gelegt. Die Anordnung der letzten geht nach Spalten (zwei 
oder drei auf einer Seite), wodurch die übliche dekadische Ablesung zu ungunsten des 
Benutzers aus Raummangel aufgegeben ist. Es folgt eine wohl selten benötigte 20stellige 
Tafel der dekadischen und natürlichen Logarithmen der Primzahlen < 1193; ferner 
die log-Tafel der trigonometrischen Funktionen in Schrittgröße 1” bis zu 9, 10” bis 
2°, 30” bis 9°, 1’ bis 45°. Zum Schluß Bogenmaß, Quadrat- und Kubikwurzeln. Das 


kleine Format erforderte enge Typen, die die Benutzung anstrengend gestalten. 
Harald Geppert (Berlin). 
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© Kesting, N., und 0. Hedrich: Zahlentafeln für das Abstecken von Bögen, mit 
denen jeder beliebige Bogenpunkt sowohl bei 400° als auch bei 360° Kreisteilung be- 
stimmt werden kann. Leipzig u. Berlin:B. G. Teubner 1942. 256 S.u.30 Abb. RM.4.80. 

Für den Halbmesser 1 werden Tangente, Bogenlänge, Abstand der Bogenmitte 
vom Tangentenschnittpunkte und Koordinaten der Bogenmitte mit 6 Dezimalen und 
Bogenlänge mit 8 Dezimalen angegeben. Für verschiedene Halbmesser und Bogen- 
längen werden die Koordinaten der Kleinpunkte in Zentimetern angegeben. Für ver- 
schiedene Halbmesser und Abszissen werden die Ordinaten angegeben. Für verschie- 
dene Bogenlängen werden die Polarkoordinaten angegeben. Für verschiedene Halb- 
messer und Bogenlängen wird der Unterschied zwischen Bogen und Sehne angegeben. 
Schnittpunktbestimmung bei Neigungswechsel. Ausrundungsbogen. Anmerk. des 
Ref.: S. 148 im Beispiel statt Tafel 8, Tafel 7. Bild 29 und 30 müssen vertauscht werden. 


8.196 statt tg, 18 - Konrad Ludwig (Hannover). 


Pöschl, Th.: Einheiten des Raumwinkels. Z. Instrumentenkde 62, 1—7 (1942). 

Die „absolute Einheit‘ des Raumwinkels hat ein Kegel, der aus der Kugel vom 
Radius r um seinen Scheitel die Fläche r? herausschneidet. Für diese in der theore- 
tischen Physik schon übliche Größe wird der Name „Raumradiant‘“ (abgekürzt Rrad) 
in Analogie zur Einheit ‚„Radiant‘ gewöhnlicher ebener Winkel (Winkel vom Bogen- 
maß 1) vorgeschlagen. Als praktische Einheit, Raumgrad, Rg — in Analogie zum 
Neugrad der Ebene — wird daneben die Öffnung eines Kegels empfohlen, der aus 
der vollen Kugelfläche ihren 800. Teil, aus dem Oktanten (Okt), also den 100. Teil 


herausschneidet. Es bestehen die Beziehungen 1 Okt = 100Re — > Rrad. — Die vor- 


geschlagenen Größen werden an besonderen Kegeln veranschaulicht. Theodor Zech. 


Tuekerman, L. B.: On the mathematieally signifieant figures in the solution of 
simultaneous linear equations. Ann. math. Statist. 12, 307—316 (1941). 


n 
Im Gleichungssystem (1) Da,=b, (s=1,...,n) seien die Koeffizienten durch 


i=1 
Beobachtung ermittelt. |öq| bezeichne eine obere Schranke des Betrags des relativen 
Beobachtungsfehlers von g. Sind |öa,x| und |öb,| bekannt, so gilt, wie Verf. zeigt, 
wenn A die Determinante des Systems ist, 


BEENDEN [dan] + 2) 
164] = 3 |Anranı| x \dazz|, 


wo |Arr| die zu |axx| reziproke Matrix bezeichnet. Weiterhin wird gezeigt, daß 
— entgegen einer gelegentlich geäußerten Ansicht — der relative Beobachtungsfehler 
von 2; unter Umständen kleiner als derjenige von A sein kann. Schließlich werden 
einige Methoden zur Abschätzung des maximal möglichen durch die Rechenoperationen 
bedingten Fehlers bei der Auflösung von (1) angegeben. Wassilij Höffding. 

Heinrich, Helmut: Zur rechnerischen Auflösung einer Gleichung vierten Grades. 
Z. angew. Math. Mech. 21, 304—307 (1941). 

Zur numerischen Auflösung der reduzierten reellen biquadratischen Gleichung 
fs) = +as?+bs+c=0 benutzt der Verf. deren Resolvente 

R(z) = 2° + 2a2? + (a? — 4c)z — b2. er 

Mit der bzw. einer positiven reellen Wurzel von R(z2)=0 setzt man & = +3 Yz und 
hat s=&+Y—f(E)/4E. Etwaige Reduktion und Auflösung von R(2) = 0 können 
bequem mit dem Hornerschen Schema ausgeführt werden. Sonst sind nur elementare, 
im übrigen kurze Zahlenrechnungen erforderlich. Rechenschema. Beispiel. Zum Ver- 
gleich empfiehlt der Ref., außer dem Graeffeschen Verfahren auch die von Collatz 


un: 
— A,,;a 
x, hj®hk 


b, 
Er 


-|öb,|, 
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(8. dies. Zbl. 23, 352) angegebene Übertragung des Hornerschen Verfahrens auf die 
Bestimmung komplexer Wurzeln reeller Gleichungen heranzuziehen. Theodor Zech, 


Eichler, Martin: Zur numerischen Lösung von Gleichungen mit reellen Koeffizienten. 
J. reine angew. Math. 184, 124—128 (1942). 


Verf. gibt ein Verfahren zur Ermittlung der komplexen Wurzeln der Gleichung 


n 
N) +a,2 +. +9,20" =a,]/(x-+r)=0, n>1an. Er betrachtet das 
v»=1 


Polynom F(z)=const l («+ ze), das für jede nicht-reelle Nullstelle —r, von (1) 


u 
an der Stelle? (—r,) verschwindet (dabei bedeutet R den Realteil) und sich in der Form 
ASR, 1 
IT ® (z) or A) (x) 0) RE) 
1 Ir 1 
31 9 («) 31 f® (x) 11 /® (z) 0 
Fea)=|1 6 l a U .e) 
zr/ (z) 11) (2) 31 (2) 0 
1 
(n-1 
D ER) 


darstellen läßt. Verf. gibt ein Verfahren an, wie man in jedem Einzelfall diese Deter- 
minante auf Dreiecksgestalt reduzieren kann. Das Verfahren wird dann an Beispielen 
erläutert. Wegner (Heidelberg). 


Campagne, C.: Die Eulersche Summationsformel. Verzekerings-Arch. 23, 81—94 
(1942) [Holländisch]. 

Verf. bemerkt, daß die Eulersche Summationsformel oft in versicherungsmathe- 
matischen Lehrbüchern ohne Beweis angewandt wird. Anschließend an Lindelöf 
gibt er einen funktionentheoretischen Beweis. O. Bottema (Delft, Niederlande), 


. Vietoris, L.: Zur Theorie der Integraphen. Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 52, Abt. 1, 
71—74 (1942). 

Bei der Führung einer Fahrmarke entstehen unvermeidliche regelmäßige oder 
zufällige Fehler. Nach den angestellten Betrachtungen — Versuche liegen noch nicht 
vor — sind sowohl bei den Integraphen der Gleichung y’= (x) als bei solchen der 
allgemeineren y’ = /(z, y) die zufälligen Fehler praktisch Null, und zwar infolge der 
glättenden Wirkung der Integration. N yström (Helsinki). 


Sanden, H. v.: Zur Berechnung des kleinsten Eigenwerts von y’+ Ip (@&)y=®. 
Z. angew. Math. Mech. 21, 381—382 (1941). i 

Die Randbedingungen sind y(0) = y(1) = 0. — Es sei p(x) > 0 und stetig für 
0<xr=1. „Zur Berechnung des ersten Eigenwerts A, ist in der Praxis folgendes Ver- 
fahren seit langem üblich. Man geht von einer Funktion y, aus, welche die Rand- 
bedıngungen erfüllt und sich dem vermuteten Verlauf der ersten Eigenfunktion mög- 
lichst annähert, also keine Nullstelle im Intervall O< x<<{1 hat. Nach dem Schema 
RE rg ni Jh PYymdxdz leitet man durch zeichnerische oder numerische Integration 
aus der Ausgangsfunktion %, eine Folge von Funktionen %,,%3,... ab, wobei die 
Integrationskonstanten bei den Integrationen so bestimmt werden, daß die Funk- 
tionen dieser Folge die Randbedingungen erfüllen. Setzt man &(%) = Yn/Yn+ı und 
ist Q, der größte, Q, der kleinste Wert, den Q annimmt, so ist“ (a) Q, > A, >® und 
(b) Q, und Q,> A, für no. Allein neu ist wohl der Beweis von (a). Zur Literatur 
für (b) s. Kamke, Differentialgleichungen: Lösungsmethoden und Lösungen. Leipzig 


1942, 8. 224; dies. Zbl. 26, 318. Kamke (Tübingen). 


\ 
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Brown, $. Leroy, and Lisle L. Wheeler: A mechanieal method for graphical solution 
of polynomials. J. Franklin Inst. 231, 223—243 (1941). 

Geräte zum Aufzeichnen von reellen trigonometrischen Polynomen 

2 coskd + ß,sinkd 

sind unter dem Namen ‚Harmonische Überlagerer“ grundsätzlich bekannt [vgl. 
z. B. A. Walther, H.-J. Dreyer und H. Estenfeld, Z. Instrumentenkde 59, 
162—168 (1939)]. Die Verff. beschreiben eine Verbindung von zwei derartigen 
Geräten, welche einen Schreibstift in einer Ebene mit rechtwinkeligen Koordi- 
naten so. steuern, daß Abszisse und Ordinate trigonometrische Polynome aus je 


> = 3 
15 Komponenten sind. Für ein Polynom W= NayZ= D' a,r*(coskd + isinkd) 
1 n 


ermöglicht das Gerät also, in der als komplexe W-Ebene aufzufassenden Zeichenebene 
Kurven konstanten Betrages r der unabhängigen Veränderlichen Z herzustellen. Dazu 
werden die Koeffizienten a;r* als Amplituden im voraus fest eingestellt; ® variiert 
während des Zeichnens. Gelingt es durch Probieren, einen Wert r=r, zu finden, 
bei dem die Kurve durch den Punkt —a, geht, so ist r, Betrag einer Wurzel von 


15 
Da,2*+a,=0. Den zugehörigen Winkel =, liest man im Augenblick des 
n 


Durchganges durch —a, am Gerät ab. Das Verfahren läßt sich grundsätzlich auf 
Polynome mit komplexen Koeffizienten erweitern. — Zu schnellerer Auffindung reeller 
Wurzeln wird die Substitution Z=rcos® mit anschließender Fourier-Entwicklung 
der auftretenden Kosinuspotenzen empfohlen. Man zeichnet das entstehende trigono- 
metrische Polynom über # auf. — Einzelheiten der Verfahren werden an Beispielen 
durchdiskutiert. Theodor Zech (Darmstadt). 

Walther, A., und K. Brinkmann: Zum Sprungstellen-Verfahren, insbesondere für 
die Entwieklung nach Kugelfunktionen. Ing.-Arch. 13, 1—8 (1942). 

Bei Entwicklung von Funktionen nach Orthogonalsystemen ist die Berechnung 
der Koeffizienten-Integrale besonders lästig, wenn die zu entwickelnde Funktion selbst 
oder ihre Ableitungen Unstetigkeiten aufweisen. Hat die zu entwickelnde Funktion 
zwischen den Unstetigkeitsstellen hinreichend einfaches Verhalten, so arbeitet man 
bequem mit dem sog. Sprungstellenverfahren. Die Formeln hierfür werden durch 
Teilintegration aus der üblichen Integraldarstellung der Koeffizienten gewonnen. Der 
in früheren Veröffentlichungen (z.B. G. Koehler und A. Walther, dies. Zbl. 3, 66) 
nur für Fourierentwicklung ausgesprochene Grundgedanke wird hier verallgemeinert 
und besonders für Entwicklung nach Kugelfunktionen zurechtgelegt. Anwendung auf 
die Bestimmung von Trägheitsmomenten abgesetzter Wellen. Literaturverzeichnis. 

Theodor Zech (Darmstadt). 

Vernotte, Pierre: La formulation d’une loi experimentale par une fraction rationnelle 
ou par une somme de fonctions orthogonales. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 777—780 
(1941). 

L’A. si occupa della rappresentazione con una frazione razionale a 5 parametri 
di qualsiasi legge sia sperimentale quanto analitica presentante un massimo, un flesso 
ed un asintoto orizzontale; e fornisce dei risultati preliminari sull’influenza e sull’appros- 
simazione conseguibile in funzione della scelta degli intervalli parziali definiti dalle 
ascisse parziali |, 2,, %3, 4 dell’intervallo totale (0, x,). Infine, conferma le proprietä 
principali delle funzioni ortogonali per le rappresentazioni in esame. M. Bossolasco. 


Vernotte, Pierre: Variantes dans ’emploi d’une fraetion rationnelle pour formuler 
au mieux une loi exp£rimentale. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 155—157 (1942). 

L’A. svolge alcune considerazioni complementari sui suoi contributi in merito 
alla rappresentazione di una legge sperimentale con una frazione razionale [C. R. 
Acad. Sci., Paris 213, 827—829 (1941)]. In particolare si occupa della possibilitä di ridurre 
gli scarti che si hanno alle estremitä dell’intervallo di misura.. M. Bossolasco (Milano). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung : 


© Fröchet, Maurice: Les probabilites assoeices A un systöme d’&venements eom- 
patibles et döpendants. 1. Evönements en nombre fini fixe. (Aetualitös seient. et industr. 
Nr. 859. Exposes d’analyse generale. Publis par Maurice Fröchet. XI.) Paris: Her- 
mann & Cie. 1940. VIII, 80 pag. 

Considerons un nombre fini m d’&venements fortuits Ay), As, . . ., Ay. (es &vene- 
ments sont distinets ou non, independants ou non, compatibles ou non. Designons 
l’evenement contraire & A, par E — A,, et les probabilites de A, et de E— A, 
par Pax et x =1—p.. Designons de möme par P«,...s la probabilite que se produisent 


simultanement Ay, Ag,..., As (ot &,ß,...,ö sont des entiers distincts pris parmi 
1,2,..., m) sans s’occuper de savoir si les autres evenements A ont lieu ou non. Quand 
les &venements A], Ag, ..., Am sont distincts, soit Pj] la probabilite pour que, dans 


une m&me £&preuve, r de ces &venements A se produisent et pas plus de r. C’est donc 
un &venement consistant dans la realisation de l’un quelconque des &venements du 
type B consistant dans le concours de A,,, Au, Aa (E— Auıyı)  (E — Aa) 
OU &1,...%&, est une combinaison quelconque de r des entiers 1,2,...,m. Si l’on 
fait varier cette combinaison, m, r restant fixes, on obtient des &venements incom- 
patibles deux & deux. Done P/,) est la somme des probabilites de ces evenements B. 
Lorsque A), A3,..., Am ne sont pas tous deux & deux distincts, ces evenements B 
sont encore incompatibles et on pourra encore appeler PL] la somme de leurs proba- 
bilites. Posons enfin P,= Pr + Pir+1ı] + *** + Pimj; Si les A sont distincts, P, est 
la probabilite pour que, dans une &preuve, r au moins des A se produisent. — En 
posant 8, =D) Pa,Pa, ''' Pa,, ol la somme est &tendue aux termes obtenus en rem- 
plagant &,,..., &, par une combinaison quelconque de r des entiers 1,2,...,m, on 
obtient dans le cas general (evenements independants ou non) les formules suivantes: 


Pr >= Sr == CH Sr41 > Or 428.42 te SA ae ren: 
P, > Sr a 08,41 tr EI + AO Nr 47 3 = 1yr- ae 1 

C% est le nombre de combinaisons de n @l&ments distincts, pris k & k. — an equations 
precedentes (oü il faut introduire successivement r+1,r+2,...,mäla place des r) 
peuvent ötre r&solues par rapport aux S; de sorte que l’on obtient 

8, = Pr) 1 Orr Pr+1] ri e On-ıPim-1] ZI: Om Prim] » 

8, = Be Ce Rz + CGrbrsst 2 + er 
Genöralisations diverses, calcul des probabilites de tous les &venements qui sont fonc- 
tions d’un nombre fini d’evenements A,, proprietes des fonctions additives d’evene- 
ments, questions relatives aux iterations (problemes de K. Marbe); d&monstrations 
des inegalites 

s > Pa—(m—|1), 
0<Po=1; EEE 
1-8, + —- San sPsl- I +%- + Sa-.- 
et des inegalites plus gen£rales. B. Hostinsky (Brünn). 
Chung, Kai Lai: On the probability of the oceurrence of at least m events among r 
arbitrary events. Ann. math. Statist. 12, 328—338 (1941). ER 
Verallgemeinerung einiger Formeln von Fr&chet [J. Math. pures appl., IX. s 

19, 51—62 (1940); dies. Zbl. 24, 262]. Es seien E,,..., Z„ n unabhängige Ereignisse. 
Es sei ferner Ppn(9ı,..,%) 1Em=sk=n) die Weiteaäheinliekkent) daß mindestens 
m von den k Ereignissen E, ,.. By, stattfinden; Pr is ngı..np WO 0 ziejen 
und (9%,,...,9;) eine aus den Zn 1,...,n herausgegriffene "Kombination ist, die 


Wahrscheinlichkeit dafür, daß E,,.. Ey, nicht stattfinden und daß Blaiet ee 5 
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E, en E,, stattfinden; Pf», ...„.) die Wahrsch., daß nur die Ereignisse E, ,..., Z», 
« J * . . 
und keine anderen von den Z,,..., E„ stattfinden. Wir bezeichnen durch S, die Summe 
Ps...» Wo sich die Summation auf alle Kombinationen von je j Zahlen, die aus 
den Zahlen (1,...,n) herausgegriffen werden können, erstreckt. Folgende Formeln 
werden bewiesen: n— m em 
fm + — 
(1) Full. n)= DM" N, Ems: 
i=0 
(Verallgemeinerung der von H. Poincare [für m = u bewiesenen Formel.) 
2141 + 
m i— 
> (—1)' ern Sm <Pmll a )= > (— vi une 
i=0 
n— —1 i 
a > Dalfısa.. 901) ER my. > Dnldı nun Ar, 
kalten Ener 


A == $( (Am, + Am; . 


die Formel (1) ergibt durch eine „Inversion“: 
& a ) Pı....n= DZ Pm (91 ey 7a) 2 Pm(P1; SE) Ym+)t Fi + (1) "pl, 22 n); 
m — 
Mn IN mon. r+ ben), 
wo (9,,...,9;) alle (Wi Kombinationen aus (l,...,r) durchläuft. Es werden endlich 


notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz von n Ereignissen E,,...., Ey 
angegeben, falls die Wahrscheinlichkeiten p,(%ı, . . ., &,) gegeben sind. 
B. Hostinsky (Brünn). 

Greville, T. N. E.: The frequency distribution of a general matching problem. Ann. 
math. Statist. 12, 350—354 (1941). 

Eine Menge von n Elementen enthält :, Elemente erster Art, i, Elemente zweiter 
Art,..., 4 Elemente t-ter Art; is, + ---+ü=n. Eine zweite, ebenfalls aus n Ele- 
menten bestehende Menge enthält 7, Elemente erster Art,..., j, Elemente {-ter Art; 
Jjıt :':+tf=n. Die Elemente der ersten Menge werden in eine bestimmte Reihen- 
folge geordnet; ebenso die der zweiten Menge. Wir bilden nun die n Elementepaare, 
welche aus dem s-ten Elemente der ersten und aus dem s-ten der zweiten Menge bestehen 
(s=1,2,...,n). Unter diesen n Paaren gibt es r Paare, welche je zwei Elemente 
derselben Art enthalten. Wird die ursprüngliche Ordnung der Elemente der ersten 
Menge festgehalten und die der zweiten geändert, so wird auch r geändert. Es wird 
die Anzahl W, aller derjenigen Anordnungen der zweiten Menge berechnet, welche genau 
r Paare aus je zwei Elementen derselben Art ergeben; andere Formeln für verschiedene 
mit W, zusammenhängende Größen werden angegeben. B. Hostinsky (Brünn). 

Borel, Emile: Sur P’emploi du thöor&me de Bernoulli pour faeiliter le ealeul d’une 
infinit6 de coeffieients. Application au problöme de l’attente A un guichet. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 214, 452—456 (1942). 

Auf der positiven z-Achse mögen unendlich viele Punkte P; so verteilt sein, daß 
auf die Längeneinheit im Durchschnitt ein Punkt entfällt. No dem Punkt P, mit 
kleinster «-Koordinate geht Verf. in Intervallen der Länge o <1 weiter und er 
nach der Wahrscheinlichkeit p„, nach n Schritten zum ersten Male einen Durchschnitt 
=1/o anzutreffen. Er zeigt leicht, daß p, = 4,0" o sein muß, wobei A, nur 
von n, nicht von o abhängt. Aus der Bedingung Im- El 3 o - 34, (ve-.)r 
leitet er mit Hilfe der Integralformel von Cauchy Fr aweT: BR nn * FR daß sich 
= . . er le=no ergibt. Die Gleichung >"p, =] bei beliebigem festen oc <1 


n=1 
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ist ein bemerkenswertes Gegenstück zu der Beziehung fm? -2„ndo —1 bei konstantem 
oc=_0 
n, die nur eine andere Schreibweise der Integraldarstellung von I'(n) ist. 
v. Schelling (Berlin). 
Giese, August: Die stochastischen Abhängigkeiten im allgemeinen Wahrsecheinlich- 
keitsproblem. Das Problem der Teilschäden. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 8, 
13—20 (1942). 
Eine Urne enthalte im Verhältnis wg: w,: wg: --- :w, Kugeln mit der Aufschrift 
0,1,2,...,n. Gesucht ist die Verteilung der Summe der Ziffern auf je N gezogenen 
Kugeln. Die Momente der Verteilung lassen sich aus der Laplaceschen Funktion 


n 
L)=swtwtw?+. +w; w=0, Dw=l 
i=0 


durch fortgesetzte Differentiation gewinnen. Nun zeigt Verf. unter Benutzung des 
Fundamentalsatzes der Algebra, daß sich schreiben läßt 

L(&) = II(p, + 92) - II(a, + bi; + 0,2?) 
mi 9,0, >20), »+q4=1l; 0. >20), a«-+bt+to=l. 
Aus dieser Produktdarstellung liest er ab, daß es immer möglich ist, mit stochastisch 
unabhängigen bzw. stochastisch nur paarweise voneinander abhängigen und von den 
übrigen unabhängigen Veränderlichen die gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung 
Wg> Wi, Wg, ...,W, zu beschreiben. — Wenn Verf. glaubt, wesentlich allgemeinere 
Aufgaben, etwa das versicherungstechnische Problem der Teilschäden, auf dieses ein- 
fache Schema zurückführen zu können, so scheint diese Verallgemeinerung reichlich 
formal und noch nicht hinreichend gesichert zu sein. Verf. betont selbst, daß er das 
Wort Unabhängigkeit nur im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie, nicht im physi- 
kalischen oder biologischen Sinne meine. v. Schelling (Berlin). 

Margaritis, E.: Beitrag zum analytischen Studium der Wahrscheinlichkeitsver- 
teillungen. Athen: Diss. 1940. 22 S. [Griechisch]. 

Zunächst werden die bekannten Formeln abgeleitet, die die Abszissen und die 
dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten einer diskontinuierlichen Verteilung durch die 
Momente ausdrücken. Die Approximation-einer kontinuierlichen Verteilung durch eine 
andere, die in ihren ersten Momenten mit der gegebenen übereinstimmt, wird an einem 
Beispiel erläutert. Schließlich wird die erzeugende Funktion der Momente für einige 
spezielle Verteilungen aufgestellt. Wesentlich Neues enthält die Arbeit nicht. 

Höffding (Berlin). 

Selberg, Henrik L.: Über eine Ungleiehung der mathematischen Statistik. Norsk 
mat. Tidsskr. 24, 1—12 (1942) [Norwegisch]. 3 

Verf. verallgemeinert seine in einer früheren Arbeit [Skand. Aktuarie Tidskr. 23, 
114—120 (1940); dies. Zbl. 24, 104] erhaltenen Resultate, indem er den folgenden Satz 
beweist: Es sei f(x) eine für —oo < x < oo definierte reelle nichtnegative Funktion, 
die nur eine Maximumstelle besitzt und von dieser nach beiden Seiten monoton ab- 


nimmt; es sei ferner [ta)dz = 1. Werden M„ und m; durch M, — [|e|"f(a)de und 


=:69 


oo 0 — 
m; = *f(a)dx — [|z]®f(a)dx, wo n>k=0 ist, definiert, dann ist die Ungleichung 
0 oo - : ” 


3 
M„-+ o|m.| &** 
ja«=1 Ta+ge 


EEE RR 
für jedes &>0, das der Ungleichung | m,|&*-*= M, genügt, erfüllt. — Die Zahl 


e=o(n, k) und eine Zahl y=y(n, k) werden mittels der Bedingungen Q(y, 0 =1+0, 


0Q Eee BRD EN a 
y' e>0 und y>0, wo yo) = G+Dg Kl zur VERT) ist, be 
stimmt. W. Simonsen (Kopenhagen). _ 
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Gordon, Robert D.: Values of Mill’s ratio of area to bounding ordinate and of the 
normal probability integral for large values of the argument. Ann. math. Statist. 12, 
364366 (1941). © 

Durch Betrachtung der ersten drei Ableitungen der Funktion A, = er’l2 -[e®2dt 
wird die Ungleichung | oo 2 
i ze 2 + I)<je?2dise"2lz 
bewiesen. & M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Dugu6, Daniel: Sur certaines composantes des lois de Cauehy. C. R. Acad. Sci., 
Paris 213, 718—719 (1941). 

L’aut. montre qu’il est possible de construire deux variables al&atoires differentes 
de variables de Cauchy (pour la loi de Cauchy la fonction caracteristique est gale 
& e-lt) et dont la somme obeit & la loi de Cauchy. Pour cela il utilise le resultat 
suivant dü & G. Pölya [Math. Z. 2, 352—383 (1918); 18, 96—108 (1923)]: Si @(t) 
est pair, et si, pour >0, on a @(t) <O et p”(t)>0, alors p(f) est une fonction 
caracteristique. Hostinsky (Brünn). 

Fortet, Robert: Sur la rösolution des &quations paraboliques lineaires. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 213, 553—556 (1941). 

Soit 1’e ion L SEINE Oit se L’ donne le domaine 

oit l’equation L(u) = Er 4r Ep + Cit, x) m a. se donne 
Diez < et), t<r] et deux fonctions arbitraires (continues): f()(E<r) et 
gy)(—e <y=x(r)). Il se propose de determiner une solution de L(w) = 0 satis- 
faisant aux conditions: 
lim ula)=/(), lim ulta)=g(e) 

c>«(t) t>T 

t fixe <r7 z>8<xir) 
et montre que sous des conditions tres generales une pareille solution est fournie par: 


£(r) 


ult, x) = [Hd Ditt, x, ) + [s(yR.(, %,T, y)dy, 
t —o0 


ou ® et 9 sont des probabilites d’absorption definies dans une pr&cedente Note 
(cfr. ce Zbl. 25, 197). Ville (Paris). 
Statistik : 


Salvemini, Tommaso: Di uno scarto trigonometrieo medio, nel easo delle serie 
eieliche. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 657—671 (1942). 
Es liege eine zyklische Verteilung nach den Merkmalen X,,..., X, mit!den An- 


8 
zahlen Yı,...,% (2 = a) vor. Nach Gini werden die Merkmale durch Punkte 
1 


eines Kreises dargestellt, denen, von einem willkürlich festgesetzten Anfangspunkt aus 
gemessen, die Kreisbögen x&,,..., 2, entsprechen. Durch Bestimmung desjenigen 
x-Wertes x’, für welchen 


=, Null cos a]=1-( 
t=1 


4 -sinz + 


° COS e) 
n n 


ein Minimum ist, erhält Verf. als analytisches Streuungsmaß der zyklischen Verteilung 
die „mittlere trigonometrische Abweichung“ 


Ai. B 
sine’ + — .cosa’ 
n N 


8 
I ’ 
g=: 2 vll os = | 
t=1 


mit 8 8 

4A RL sing, B=)D)y:-cosz,. 

An Beispielen wird dieses neue Streuungsmaß mit den Ginischen Streuungsmaßen für 
zyklische Verteilungen verglichen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
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Craig, Ceeil C.: A note on Sheppard’s correetions. Ann. math. Statist. 12, 339—345 
(1941). 

Etant donnee une variable aleatoire x, et la variable aleatoire x; qui s’en deduit 
par arrondissement (& la valeur, la plus proche, d’une suite de valeurs en progression 
arithmetiques de raison %k), ’A. se propose de determiner les moments et les semi- 
invariants relatifs & x en fonction de leurs valeurs relatives A z,. Posant = x +, 
et en supposant que l’on prend au hasard l’origine de l’&chelle de groupement, x et & 
sont deux variables aleatoires independantes. Dans la formule usuelle 4, = », — k?/12, 
Ua et v, sont les valeurs moyennes des moments de x et x, pris tous deux relativement 
& une origine commune, qui est la valeur moyenne de z. Si », represente la v.m.du 
moment de z; calcule a partir de sa valeur moyenne x (laquelle depend de e) la formule 
devient u, =», — (k?/12) + 0%, (ol oy est la s. d. de x). L’A. ötablit les formules du 
m&me ordre relatives aux moments d’ordre superieur et aux semi-invariants. Il fait 
intervenir & cet effet les moments et semi-invariants de la loi de probabilite & deux 
dimensions qui lie x; — x et x. Il fait remarquer que ces dernieres quantites sont en 


general inconnues; c’est la une limitation naturelle du probleme. — Sur le möme sujet 
voir: H.C. Carter, Ann. math. Statist. 7, 154—163 (1936); J. A. Pierce, ce Zbl. 23, 
340; C.C. Craig, ce Zbl. 15, 33. Ville (Paris). 


Schelling, H. von: Mutungsgrenzen für den Ausfall einer geplanten Versuchsreihe 
besehränkten Umfangs. Naturwiss. 30, 64—65 (1942). 

In einer Reihe von n Alternativversuchen sei das betreffende Merkmal n, mal 
aufgetreten und n,=n— n, mal ausgeblieben. Verf. bestimmt den zu einer vor- 
gegebenen Zufallsziffer gehörenden Variations- oder Mutungsbereich der Merkmals- 
häufigkeit x in einer zukünftigen Beobachtungsreihe vom Umfange m, indem er auf 
(die beiden Beobachtungsreihen seinen 7-Test (H. v. Schelling, Die Beurteilung der 
Treffsicherheit von Prognosen [Deutsches statist. Zbl. 27, 141—148 (1935)]) anwendet 
und die entsprechende Gleichung 7?=k? (k=1 bzw. 2 bzw. 3 entspricht den Zufalls- 
ziffern 32% bzw. 5% bzw. 0,3%) nach der Merkmalshäufigkeit der zweiten Reihe 
auflöst. So ergeben sich für dieselbe die Mutungsgrenzen 


Ta 1 1 n Nı N Mn , K: 
ze en | 
mit’ .K? = Bar k2. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Knoll, Franz: Zur Großzahlforschung: Über die Zerspaltung einer Misehverteilung 
in Normalverteilungen. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 8, 36—49 (1942). 

Es werden zwei auf der Methode der kleinsten Quadrate beruhende Verfahren zur 
Bestimmung der Konstanten einer Normalverteilung aus einer beobachteten Stich- 
probe erklärt. Sodann werden Verfahren abgeleitet, nach welchen ein durch Zusammen- 
werfen mehrerer normalverteilter Kollektive entstandenes Mischkollektiv in die ein- 
zelnen Normalverteilungen zergliedert wird. Die Erörterungen bilden eine Ergänzung 
zu dem von A. Beckel und K. Daeves (Zur Analyse von Häufigkeitskurven bei der 
Großzahlforschung [Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 6, 1—24 (1940)]) ange- 
gebenen graphischen Verfahren zur Lösung derselben Aufgabe mittels „‚Wahrschein- 
lichkeitspapier“ und geben Einblick in die Genauigkeitsgrenzen der graphischen 
Methodik und in die der Aufgabe anhaftenden besonderen praktischen Schwierig- 
keiten. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Levy, Paul: Sur la dötermination experimentale de la loi des erreurs. Enseignement 
Math. 38, 227—231 (1942). i 

Verf. gibt ein auf den empirischen Momenten beruhendes Kriterium an, mit: dessen 
Hilfe sich bei einer genügend umfangreichen beobachteten Verteilung entscheiden 

x? = 
läßt, ob diese einer Normalverteilung (r ae 71 vor) oder einer Verteilung der 
Form f(x) = e”!*|/2 entspricht. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Pr 
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Kreveld, A. van: Dispersion of the distribution in space of partieles of different 
classes. Physica, Haag 8, 1045—1058 (1941). 
Räumlich verteilte Teilchen verschiedener Klassen können — unter geeigneten 


Bedingungen — nach ihrer Verteilung innerhalb Zellen von gegebenem Rauminhalt. 


bzw. in einer Gesamtzahl von Teilchen, etwa in einer Folge von immer umfassenderen 
Zellen, betrachtet werden. Verf. vergleicht solche Verteilungen mit den entsprechenden 
zufälligen, die durch die Proportionalität der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines 
Teilchens innerhalb einer Zelle mit deren Rauminhalt, sowie durch die Unabhängigkeit 
der Position eines Teilchens von allen anderen definiert werden und sich als Poissonsche 
bzw. polynomische Verteilungen ergeben. Die in bezug auf diese gebildeten Lexisschen 
Zahlen werden für einzelne, auch Korrelationen innerhalb der oder zwischen den 
Klassen zulassende Verteilungen, insbesondere für große Volumina besprochen und 
aus den Daten endlich vieler Beobachtungen geschätzt. v. Stachö (Budapest). 

Gebelein, Hans: Das statistische Problem der Korrelation als Variations- und Eigen- 
wertproblem und sein Zusammenhang mit der Ausgleichsreehnung. Z. angew. Math. 
Mech. 21, 364—379 (1941). 

oe Yy) SE einer geometrischen Verteilung, also f if wdxdy=1, 
und setzt man w,(x) = fwdy, ws (y — [wdz, a —= [ [zwdady, b = ywdzdy, 
82 Et z— a)”wdady, # = /f(y == An wdedy, rst = z — a)(y— b)wdxdy 
(r Korrelationskoeffizient), so ergeben sich für die Regressionslinien die Gleichungen 


y(a)= , ee a y> für dasKorrelationsverhältnis %, . =, [ (y(2)—b)’w,dz 
(Ray analog); während bei einer arithmetischen Verteilung RR n),t=T.,M: 


n m 
ke 100 li) za w(z;, Yı), w(y) =D w(z;, yı), das Kontingenzmaß durch 
i=1 


5 > wi, Yo) -i| gegeben ist. Ein klarer Einblick 


w, (%;) wg (y) 


er 
An Y(m — = _ ) 
in diese Begriffe here lasnieen wird durch die Behandlung der folgenden 
Variationsprobleme gewonnen: 1. Für welche Funktionen /(x) und g(y) wird das 
Integral RP = { f i! igwdady)” zu einem Maximum, wenn die Nebenbedingungen 
[[Pwdedy = [fe wdedy=|1, [[twdzdy = [Jgwdzdy = 0 die Auswahl von 
(x) und BAU) beschränken? Man erkennt, daß bei festgehaltenem g(y) für 


Kr)= Fr @ aa [was sich der größte Wert 0? -/4 ) dx Lotnwayf ergibt, und 
gelangt damit zu der anderen Formulierung: 2. Für welche Funktionen /(x) und g(y) 


werden die beiden Integrale K*—= ae ‚| ! he Ki le ay | # fwdal zu einem 
g(y) = 


Ausdrücken %}, und k), und gewinnt FE einen Einblick in die Bedeutung des 
Korrelationsverhältrisses. Be des Nena srab: kann man auch das 


simultane System /(«) = ee @) ah gwdy, g(y)= Ku) i /wdx, oder auch 


(a) = > I(z)dz, W(e, 2) = ji Bin net une ei Y) dyi= Er ‚ betrachten. Spaltet 


man die triviale Eigenfunktion /(x) = 1 mit dem Eigenwert A = 1 ab, so erhält man 


ia)= ‚Meanene /(z)dz, was wieder durch das Variationsproblem: x; Für 


welche Funktion /(x) nimmt das Integral R?= [ [{W (x, 2) — w, (z)w,(z)}{(@)(e)dxdy 
seinen größten Wert an?“ eıfaßt werden kann. Von den behandelten Sonderfällen: 
„vollkommene Unabhängigkeit und Abhängigkeit“ bietet der zweite Fall Anlaß zu 
sehr beachtlichen Bemerkungen. Sind /;{2) die Eigenfunktionen und A; die ent- 


Maximum? Setzt man darin f(x) = 


‚ so gelangt man zu den 


> 
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er : W(z, 2) — w, (x) w, (z) Nr ET, 
sprechenden E te und daher — = ——— 4 — > = ; 
p n igenwer De R nnd) 2 Yu, (2);(«) Yo, (2) f;(2), 
Bere 
oe nn = 0, ey m 


und hätte damit das Analogon zum Kontingenzmaß, sofern die A; alle verschieden 


so erhält man formal J= | 


. 


= 1 ; 
wären und 7 en + +: konvengierte. Führt man die orthogonalen Polynome 
1 2 r n 5 
Pilz), yiıly), i=0,1,..., [pl@)y;(lyw (dad, [yily)yy(ly)w(y)dy=öl ein und 
entwickelt w(z, Ju ()u(y)I pp (y)az H)= Napa), gly)= I biyily), 
=D i=0 


%,9=0 i 


oo 
. su BR: . . . . 
so kann man zeigen, daß J= Sc}, wird, und kann durch Einsetzen der Reihen in 


.j=1 

die Variationsprobleme bzw. Integralgleichungen zu linearen, homogenen Gleichungen 
mit unendlich vielen Veränderlichen gelangen, von denen nur das eine Gleichungs- 
system angeführt werden soll: a, = aD 4,0;r, Oir =2% G k=1,2,...; bei 
i=1 ee 
der Bestimmung der Eigenwerte findet man als erste Näherung K?==(,,=k2,. 
Mittels der Polynome 9;(x), y;(y) kann man auch einen bemerkenswerten Einblick 
in das einfachste Problem der Ausgleichsrechnung gewinnen. F. Knoll (Wien). 

Gini, Corrado: Degli indiei sintetiei di eorrelazione e delle loro relazioni con P’in- 
dice interno di correlazione (intraclass eorrelation coeffieient) e con gli indiei di corre- 
lazione tra serie di gruppi. Metron 14, 241—260 (1941). 

Liegen s statistische Reihen vor, von denen je zwei miteinander korreliert sind, 


so könnte man theoretisch als ein synthetisches Konkordanzmaß für die Erscheinung 
den Mittelwert der 2) aus je zwei Reihen berechneten Korrelationskoeffizienten be- 
nutzen. Da die Berechnung dieses Maßes ungeheuer mühsam wäre, empfiehlt Verf. 
statt dessen das gewogene Mittel 0 der %) (vom Verf. in früheren Arbeiten in sein 


Konkordanz-Index-System eingebauten) Konkordanzmaße der Form 


n N n 
—=4-% (Fe +8) 
i=1 i=1 i=1 


(„&; = Abweichung des i-ten Gliedes der Reihe A vom Mittel derselben Reihe), welches 
sich sehr einfach berechnet. Hieran schließen sich Betrachtungen über die Streuungs- 
zerlegung, 0 wird ferner zur Geschwisterkorrelation (intraclass correlation) in Be- 
ziehung gesetzt. und es wird gezeigt, daß dagegen der Mittelwert der s Geschwister- 
korrelationskoeffizienten sich als derartiges Maß nicht eignen würde. 
x M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Bonferroni, Carlo: Un indiee quadratico di concentrazione. (Bologna, 4—6. IV. 
1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 700—706 (1942). 

Verf. definiert den Begriff der ‚Konzentration‘ von n positiven Zahlen %,, ..., &n 
mit Hilfe von vier Postulaten, denen entsprechend jedes zwischen den Grenzen O 
und 1 variierende Konzentrationsmaß ( folgende vier Bedingungen erfüllen muß: 
a) C ist unabhängig von der Wahl der Maßeinheit; b) CO nimmt zu, wenn x; und z,, 
für welche ,<z,, durch 4 — hund 2,+h mit h>0 ersetzt werden; c) Gt 
für 27 =: --=2,; d) O=]1, wenn alle x, bis auf eines verschwinden. Der häufig 
mit der Konzentration verwechselte Begriff der Streuung ist hingegen durch die beiden 
Postulate a) und c) hinreichend gekennzeichnet. Sind nun 2,,.. ., 2„ nach wachsender 
Größe geordnet, u eine homogene, wachsende Mittelwertfunktion und ki jeweils der 


_ Mittelwert von £1, . . ., %, 50 liefert jeder wachsende Mittelwert der n — 1 Quotienten 
P; = (in — w)/ün, wie Verf. zeigt, ein Konzentrationsmaß: O = f{Pı,..., Pa-))-— 
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Für {= u = arithmetisches Mittel ergibt sich ein vom Verf. bereits früher (Elementi 
di statistica generale, $. 55, 85. Firenze 1930) angegebenes Konzentrationsmaß B, für 
uU= arithmetisches Mittel, = gewogenes arithmetisches Mittel mit Gewichten v das 
Ginische Konzentrationsverhältnis R, welchem Verf. auf anderem Wege noch ein 
quadratisches Konzentrationsmaß R,=1 — P2/M3 gegenüberstellt (M, = quadra- 
tisches Mittel der z;, P$ = arithmetisches Mittel der Produkte 2;2,). — Übertragung 
auf kontinuierliche Verteilungen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Bonferroni, Carlo: Di un eoeflieiente di correlazione simultanea. (Bologna, 4+—6.IV. 
1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 707—714 (1942). 

In einer früheren Arbeit [Di una estensione del coefficiente di correlazione. Giorn. 
Eeonom., V.s. 1, 797—826 (1939)] hat Verf. allgemeinere Korrelationskoeffizienten 
definiert, die nicht wie der Bravaissche den Grad der Annäherung an eine gerade 
Regressionslinie, sondern allgemeiner den Grad der Annäherung an eine Parabel bzw. 
an eine beliebige Kurve messen. In der vorliegenden Arbeit wird ganz analog mit 
Hilfe von Determinanten ein Simultan-Korrelationskoeffizient eingeführt, der zur 
Beurteilung der gleichzeitigen Annäherung mehrerer Diagramme an einen bestimmten 
Kurventyp dient. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Masuyama, Motosaburö: The standard error of the mean veetor. Proc. phys.-math. 
Soc. Jap., III.s. 23, 194—195 (1941). 

In einer vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 24, 186) hat Verf. den Streuungstensor 
einer Vektorgesamtheit eingeführt; hier vergleicht er ihn mit der Streuung der Kompo- 
nenten in einer festen Richtung; trägt man deren reziproken Wert in dieser Richtung 
auf, so beschreiben die Endpunkte das den Streuungstensor darstellende Ellipsoid. 

Harald Geppert (Berlin). 

Masuyama, Motosaburö: The normal law of frequeney for veetor quantities. Proc. 
phys.-math. Soc. Jap., III. s. 23, 196—199 (1941). 

Ist {r} ein Vektorsatz mit dem mittleren Vektor Null (vgl. dies. Zbl. 24, 186), so 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Abweichung zwischen r und r + dr fällt, 
bei großer Beobachtungszahl durch das Normalverteilungsgesetz 

1 


n 
Ölv)da,da, --- dm = (2r) ?(det®) 2 exp(— Hr? ""r)dz,dz, --- dan 

gegeben, wo ® den in der zitierten Arbeit erklärten Streuungstensor von {rg} bezeichnet. 
Das Gesetz läßt sich auf den Fall von m Sätzen k-dimensionaler Vektoren ausdehnen, 
wobei der Streuungstensor durch die Matrizenmatrix U = (tr), , k=1...m) zu 
erklären ist. Hiernach ist genau dann die Wahrscheinlichkeit dafür, daß r, zwischen g, 
und u +dr, v=]1,...,m) fällt, das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, wenn 
die Vektorsätze {x}, .. ., {gm} gänzlich orthogonal (vgl. dies. Zbl. 23, 379) zueinander 
sind. Das Verschwinden aller Eigenwerte des a.a. O. erklärten Korrelationstensors 
ist also bei zwei Vektorsätzen gerade kennzeichnend für ihre stochastische Unab- 
hängigkeit. Harald Geppert (Berlin). 

Masuyama, Motosaburö: On the charaeteristie values of the eorrelation tensor and 
a new measure of correlation between veetor quantities. Proc. phys.-math. Soc. Jap., 
III. s. 23, 199—204 (1941). 

In einer Reihe vorangehender Arbeiten (dies. Zbl. 23, 60, 379; 24, 186 und vor- 
stehend besprochene Noten) hat Verf. Korrelationsmaße für Vektorgesamtheiten ein- 
geführt. Da keiner der Eigenwerte des in der zweitgenannten Arbeit erklärten Korre- 
lationstensors negativ ist, schlägt er als neuen sog. additiven Korrelationskoeffizienten 
o(a, b) zwischen n-dimensionalen Vektorsätzen {a}, {b} die durch n dividierte Spur 
des Korrelationstensors R(a, b) vor. Bei Annahme der Normalverteilung ist nämlich 
o =0 dann und nur dann, wenn {a}, {b} stochastisch unabhängig sind; sit 0o<o=<1, 
und aus 0 —1 folgt die lineare Abhängigkeit von {a}, {b}, aber nicht umgekehrt, da 
bei linearer Subdependenz (vgl. dies. Zbl. 24, 186) eo <1 ausfällt; schließlich ist 
o(a,b) =e(b,a). Für n=1 fällt o mit dem Quadrat des Pearsonschen Korrelations- 
koeffizienten zusammen. Harald Geppert (Berlin). 


